
Resumen –– Revisamos las propiedades de la matriz densidad en 

mecánica cuántica y las aplicamos a los sistemas cuánticos 

mezclados en el ensamble canónico. Tratamos un gas ideal, el 

paramagnetismo de espín 1/2 y oscilador armónico resaltando el 

tratamiento de Bloch. 
 

Palabras Clave – matriz densidad, ensamble canónico 

 

Abstract –– We review the properties of the density matrix in 

quantum mechanics and apply them to mixed quantum systems 

in the canonical ensemble. We treat an ideal gas, spin 1/2 

paramagnetism and harmonic oscillator highlighting the Bloch 

treatment. 
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INTRODUCCIÓN 

 

En mecánica cuántica la descripción de un estado puro 

está dada por la probabilidad intrínseca del módulo al 

cuadrado de esta función. Pero cuando se trata de un sistema 

de N partículas que forman un ensamble o colectivo de 

réplicas del sistema, es necesario introducir una segunda 

probabilidad de encontrar al sistema en una de las réplicas del 

ensamble. Para realizar esto, en mecánica cuántica, von 

Neumann [1, 2] y Landau [3, 4] introdujeron la matriz u 

operador densidad. En mecánica cuántica se describen las 

propiedades estadísticas de la matriz densidad [5, 6, 7], pero 

los cálculos son complicados, sobre todo para el cálculo de la 

entropía de von Neumann. En mecánica estadística la matriz 

densidad se puede determinar para los ensambles o colectivos 

microcanónico, canónico y gran canónico [8, 9, 10, 11]. En 

particular la matriz densidad es fácil de tratar en el ensamble 

canónico, así como la entropía de von Neumann basada en la 

entropía de Boltzmann [8, 11]. En este artículo revisamos las 

propiedades de la matriz densidad en la mecánica cuántica y 

en la mecánica estadística en el ensamble canónico. Luego lo 

aplicamos a un gas de partículas libres, se aplica también a un 

medio paramagnético con momento dipolar magnético de 

espín 1/2 y a un gas de osciladores armónicos cuánticos. Pero 

a diferencia a lo reportado en la literatura, calculamos la 

entropía de von Neumann para estos casos y las variables 

termodinámicas. Para calcular elementos de matriz en el caso 

del oscilador armónico usamos directamente la fórmula de 

Mehler de las funciones de Hermite [12, 13] y no se utiliza el 

método matricial más complicado [9, 10]. Establecemos la 

relación entre los elementos de matriz en la representación de 

número y el propagador del oscilador armónico [14, 15]. 

Resaltamos los resultados obtenidos por Bloch [5, 10] para 

las varianzas en posición y momento lineal y su producto 

como relación de incertidumbre térmica [15] un tanto 

relacionada con el teorema de fluctuación disipación de 

Callen y Welton [10, 15] 

 

PROPIEDADES DE LA MATRIZ DENSIDAD 

 

El operador o matriz densidad 𝜌  por von Neumann y 

Landau con el objetivo de tratar un colectivo o ensemble de 

réplicas de un sistema cuántico a partir de la probabilidad 𝑝𝑛 

de encontrar al sistema en la réplica n-esima del colectivo 

para calcular valores promedios de los operadores 

Hermitianos [1, 4]. Como probabilidad 𝑝𝑛 satisface dos 

condiciones 

0 ≤  𝑝𝑛 ≤ 1, ∑ 𝑝𝑛𝑛 = 1 .                       (1) 

Si un sistema cuántico se encuentra en el estado |𝜙𝑛⟩ el valor 

promedio de la variable dinámica 𝐹 en este estado es 

𝐹�̅� =  ⟨𝜙𝑛|𝐹|𝜙𝑛⟩ .                             (2) 

Pero en ensamble este no es el único promedio, el otro está 

dado por el operador o matriz densidad definido como 

𝜌 = ∑ |𝜙𝑛⟩𝑝𝑛⟨𝜙𝑛|𝑛  .                             (3) 

La matriz densidad tiene las siguientes propiedades 

1). 𝜌 es hermitiano, 

2). 𝑇𝑟(𝜌) = 1, 
3). 𝜌 es definido positivo, 

4). 〈�̅�〉 = 𝑇𝑟(𝜌𝐹), 
donde la última nos indica el doble promedio del operador 𝐹 

en el estado cuántico y en el ensamble considerado con el 

operador 𝜌 y la traza 𝑇𝑟. La propiedad (1) se obtiene tomando 

el adjunto 

𝜌† = (∑ |𝜙𝑛⟩𝑝𝑛⟨𝜙𝑛|𝑛 )† = ∑ |𝜙𝑛⟩𝑝𝑛⟨𝜙𝑛|𝑛 = 𝜌 ,           (4) 

ya que 𝑝𝑛 es real, 𝜌 es Hermitiano. La propiedad (2) se prueba 

de la definición y de la ortogonalidad ⟨𝜙𝑛|𝜙𝑚⟩ = 𝛿𝑚𝑛  

𝑇𝑟(𝜌) = ∑ ∑ ⟨𝜙𝑚|𝜙𝑛⟩𝑝𝑛⟨𝜙𝑛|𝜙𝑚⟩𝑛𝑚 = ∑ 𝑝𝑛𝑛 = 1 .     (5) 

La propiedad (3) se prueba con una función de estado 𝜓, así 

que se tiene 

⟨𝜓|𝜌|𝜓⟩ = ∑ ⟨𝜓|𝜙𝑚⟩𝑝𝑛⟨𝜙𝑛|𝜓⟩𝑛 = ∑ 𝑝𝑛|⟨𝜓|𝜙𝑛⟩|2 ≥ 0𝑛  ,     (6) 
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la cual muestra que los elementos diagonales de 𝜌 son reales 

y no negativos en cualquier representación. La propiedad (4) 

del promedio estadístico es como sigue 

𝑇𝑟(𝜌𝐹) = ∑ ⟨𝜓𝑚|𝜙𝑛⟩𝑝𝑛⟨𝜙𝑛|𝐹|𝜓𝑚⟩𝑚,𝑛 =  

= ∑ 𝑝𝑛⟨𝜙𝑛|𝐹|𝜓𝑚⟩⟨𝜓𝑚|𝜙𝑛⟩𝑚,𝑛 =  

= ∑ 𝑝𝑛⟨𝜙𝑛|𝐹|𝜙𝑛⟩𝑛 = ∑ 𝑝𝑛𝐹𝑛𝑛 = 〈�̅�〉 .            (7) 

En mecánica estadística el formalismo de la matriz densidad 

se trata de forma más directa y concreta que en mecánica 

cuántica y se puede tratar en el microcanónico, canónico y 

gran canónico de manera sistemática [8, 9, 10, 11]. Pero solo 

lo tratamos en el canónico a partir de la entropía de von 

Neumann definida por analogía [8, 11] de la de Boltzmann 

𝑆 = −𝑘𝑇𝑟(𝜌 ln(𝜌)) ,                           (8) 

donde 𝑘 es la constante de Boltzmann. Esta expresión de la 

entropía y el valor promedio de la energía con el operador 

Hamiltoneano H, de acuerdo a la propiedad (4) 

〈𝐸〉 = 𝑇𝑟(𝜌𝐻) ,                                 (9) 

considerando que la entropía es máxima y usando los 

parámetros de Lagrange 𝛼 y 𝛽 tales que 

𝑇𝑟(𝜌 ln(𝜌) + 𝛼𝜌 + 𝛽𝜌𝐻) = 

= 𝑇𝑟(𝜌(ln(𝜌) + 𝛼 + 𝛽𝐻)) = 0 .                (10) 

Para que se cumpla esta situación se debe satisfacer 

ln(𝜌) = −𝛼 − 𝛽𝐻,   𝜌 = 𝑒−𝛼−𝛽𝐻 .                (11) 

De acuerdo a la propiedad (2) la traza de la Ec. (11) 

𝑒−𝛼 = 𝑇𝑟(𝑒𝛽𝐻) = 𝑍 ,                            (12) 

donde 𝑍 es la función de partición de la distribución canónica. 

Por tanto, la Ec. (11) se puede expresar como 

𝜌 =
𝑒−𝛽𝐻

𝑍
,          𝑇𝑟(𝜌) = 1 .                       (13) 

El valor medio de la energía por tanto es 

𝑈 = 〈�̅�〉 =
𝑇𝑟(𝐻𝑒−𝛽𝐻)

𝑇𝑟(𝑒−𝛽𝐻)
 ,                         (14) 

donde 𝛽 =
1

𝑘𝑇
 como es usual. 

 

Para calcular las trazas en los valores promedios por lo 

que lo más conveniente es usar las autofunciones del operador 

Hamiltoneano 

𝐻|𝜙𝑛⟩ = 𝐸𝑛|𝜙𝑛⟩, ∑ |𝜙𝑛⟩⟨𝜙𝑛| = 𝐼𝑛  ,               (15) 

donde 𝐼 es el operador identidad y lo que nos permite escribir 

a la Ec. (13) en la forma 

𝜌 = ∑
𝑒−𝛽𝐻

𝑍𝑛 |𝜙𝑛⟩⟨𝜙𝑛| = ∑ |𝜙𝑛⟩
𝑒−𝛽𝐻

𝑍𝑛 ⟨𝜙𝑛| =  

= ∑ |𝜙𝑛⟩𝑝𝑛𝑛 ⟨𝜙𝑛|,   𝑝𝑛 =
𝑒−𝛽𝐻

𝑍
 .                 (16) 

Por lo tanto, se cumplen las 

𝑍 = 𝑇𝑟(𝜌∗) = ∑ ⟨𝜙𝑛|𝑒−𝛽𝐻|𝜙𝑛⟩𝑛 = ∑ 𝑒−𝛽𝐸𝑛
𝑛  , 

∑ 𝑝𝑛 = 1𝑛  .                                   (17) 

donde 𝜌∗ no se encuentra normalizada, es decir de acuerdo a 

la Ec. (13) 

𝜌 =
𝜌∗

𝑍
 ,                                   (18) 

El operador 𝜌∗ satisface la ecuación de Bloch siguiente 

𝜕𝜌∗

𝜕𝛽
= −𝐻𝜌∗ .                             (19) 

Esta ecuación de Bloch es análoga a la de Schrödinger si 

tomamos 𝛽 =
𝑖𝑡

ℏ
, que nos será útil. La función de partición la 

calculamos como 

𝑍 = 𝑇𝑟(𝜌∗) .                              (20) 

Para calcular la entropía de von Neumann de la Ec. (4) 

usamos la Ec. (13) para obtener 

𝑆 =  −𝑘 (𝑇𝑟(𝜌(−𝛽𝐻)) − ln(𝑍)) = 

=  𝑘𝛽〈�̅�〉 + 𝑘 ln(𝑍) ,                         (21) 

de la cual se tiene inmediatamente de la Ec. (14) con 𝛽 =
1

𝑘𝑇
 

la relación 

𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆 = −𝑘𝑇𝑙𝑛(𝑍) .                 (22) 

Aunque con la energía libre de Helmholtz 𝐹 se pueden 

obtener las variables termodinámicas con la distribución 

canónica es conveniente usar los métodos de la matriz 

densidad como ilustraciones. 

 

APLICACIONES DE LA MATRIZ DENSIDAD. 

 

Sistema paramagnético de dipolos magnéticos de espín 

1/2. Este caso corresponde a un paramagneto de espín 1/2 de 

Brillouin [8, 11]. Los momentos dipolares 𝒎 en presencia de 

un campo magnético 𝑩 en la dirección z. La energía de 

interacción con las matrices de Pauli 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 y 𝜎𝑧 toma la 

forma 

𝐻 = −𝑚𝑩 ∙ 𝝈 = −𝑚𝐵𝜎𝑧 ,                    (23) 

ya que 𝝈 = (𝜎𝑥 , 𝜎𝑦, 𝜎𝑧) y explícitamente tenemos [6] son 

𝜎𝑥 = (
0 1
1 0

),   𝜎𝑦 = (
0 −𝑖
𝑖 0

) , 𝜎𝑧 = (
1 0
0 −1

) ,      (24) 

y satisfacen 𝜎𝑥
2 = 𝜎𝑦

2 = 𝜎𝑧
2 = 𝐼. 

 

Con la variable 𝜒 = 𝑚𝐵𝛽, tenemos entonces que 

𝑒−𝜒𝜎𝑧 = 𝑒−𝐵𝐻 = ∑
𝜒𝑛𝜎𝑧

𝑛

𝑛!𝑛 𝑝𝑎𝑟 + ∑
𝜒𝑛𝜎𝑧

𝑛

𝑛!𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 =  

= 𝐼 ∑
𝜒2𝑛

(2𝑛)!𝑛 𝑝𝑎𝑟 + 𝜎𝑧 ∑
𝜒2𝑛+1

(2𝑛+1)!𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 =  



= 𝐼𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜒) + 𝜎𝑧𝑠𝑒𝑛ℎ(𝜒) ,                 (25) 

donde usamos 𝜎𝑧
2𝑛 = 𝐼, 𝜎𝑧

2𝑛+1 = 𝜎𝑧, así finalmente 

𝑒−𝜒𝜎𝑧 = (
𝑒𝜒 0
0 𝑒−𝜒) .                        (26) 

Finalmente, la Ec. (16) (13) para la matriz densidad es la 

siguiente 

𝜌 =
1

𝑒𝜒+𝑒−𝜒 (
𝑒𝜒 0
0 𝑒−𝜒) =

1

𝑍
(

𝑒𝜒 0
0 𝑒−𝜒) ,           (27) 

y la función de partición es, por lo tanto 

𝑍 = 𝑡𝑟 (
𝑒𝜒 0
0 𝑒−𝜒) = 2 cosh(𝜒) .              (28) 

Para calcular la energía interna, de las Ecs. (14) y (27) 

obtenemos 

𝑈 = 𝑇𝑟(𝐻𝜌) = −𝑚𝐵𝑇𝑟(𝜎𝑧𝜌) = 

= −𝑚𝐵
𝑒𝜒−𝑒−𝜒

𝑒𝜒+𝑒−𝜒 = −𝑚𝐵𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑚𝐵𝛽) .           (29) 

Aparentemente la matriz densidad solo nos permite calcular 

la energía, pero podemos calcular la entropía de von 

Neumann de las Ecs. (21), (28) y (29) obtenemos 

𝑆 = 𝑁𝑘(ln(2 cos(𝛽𝑚𝐵)) − 𝑚𝐵𝑡𝑎𝑛ℎ(𝛽𝑚𝐵) .       (30) 

Entonces la energía libre de Helmholtz 𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆 para un 

sistema de N dipolos de las Ecs. (29) y (30) 

𝐹 = −𝑁𝑘𝑇𝑙𝑛(2 cos(𝛽𝑚𝐵)) ,                    (31) 

que coincide con la relación 𝐹 = −𝑁𝑘𝑇𝑙𝑛(𝑍), de acuerdo a 

la Ec. (28). La magnetización 𝑀 esta dada por 

𝑀 = 𝑇𝑟(𝑚𝜎𝑧𝜌), 𝑈 = −𝐵𝑀 ,                  (32) 

de acuerdo a la Ec. (29). 

 

PARTÍCULA LIBRE EN EL ESPACIO DE 

COORDENADAS 

 

Tratemos un gas de partículas libres de masa 𝑚, en una 

caja de volumen 𝑉 = 𝐿3, cuyo Hamiltoneano esta expresado 

como 𝐻 = −ℏ2∇2 /2𝑚. Sus autofunciones y autovalores 

[13] son las siguientes 

𝜙𝐸(𝒓) =
1

𝐿
3
2

exp(𝒓 ∙ 𝒌) ,                     (33) 

𝐸 =
ℏ2𝑘2

2𝑚
 ,                                (34) 

donde 

𝒌 =
2𝜋

𝐿
(𝑛𝑥 , 𝑛𝑦, 𝑛𝑧) =

2𝜋

𝐿
𝒏 ,                   (35) 

donde 𝒏 = (𝑛𝑥 , 𝑛𝑦, 𝑛𝑧) y 𝑛𝑥 , 𝑛𝑦, 𝑛𝑧 son enteros, positivos, 

ceros y negativos. 

 

Ahora podemos encontrar los elementos de matriz sin el 

factor 𝑍−1 en la representación de coordenadas de acuerdo 

con las Ecs. (13) y (33) tenemos 

⟨𝒓|𝑒−𝛽𝐻|𝒓′⟩ = ∑ ⟨𝒓|𝐸⟩𝑒−𝛽𝐸⟨𝐸|𝒓′⟩𝐸 =  

= ∑ 𝑒−𝛽𝐸𝜙𝐸(𝒓)𝜙𝐸
∗ (𝒓′)𝐸  .                     (36) 

Aquí debemos observar que la expresión del lado derecho de 

la Ec. (36) está relacionada con él núcleo propagador de la 

mecánica cuántica [13] si hacemos el cambio antes indicado 

𝛽 = 𝑖𝑡/ℏ y viceversa. Sustituyendo en la Ec. (36) las Ecs. 

(33) de las autofunciones y la (34) del espectro de energía 

obtenemos 

⟨𝒓|𝑒−𝛽𝐻|𝒓′⟩ =
1

𝐿3
∑ exp (−

ℏ2𝛽𝑘2

2𝑚
+ 𝒌 ∙ (𝒓 − 𝒓′))𝑘 =  

=
1

2𝜋
∫ exp (−

ℏ2𝛽𝑘2

2𝑚
+ 𝒌 ∙ (𝒓 − 𝒓′)) 𝑑𝒌 =  

= (
𝑚

2𝜋𝛽ℏ2)

3

2
exp (−

𝑚

2𝛽ℏ2
(𝒓 − 𝒓′)𝟐) .           (37) 

Entonces la función de partición 𝑍 de acuerdo a la Ec. (37) es 

la siguiente 

𝑍 = 𝑇𝑟(𝑒−𝛽𝐻) = ⟨𝒓|𝑒−𝛽𝐻|𝒓⟩𝑑𝒓 = 𝑉 (
𝑚

2𝜋𝛽ℏ2)

3

2
 .       (38) 

Combinando las Ecs. (37) y (38) determinamos los elementos 

de matriz densidad de partícula libre en la forma 

⟨𝒓|𝜌|𝒓′⟩ =
1

𝑉
exp (−

𝑚

2𝛽ℏ2
(𝒓 − 𝒓′)𝟐) .               (39) 

De las Ecs. (15) y (39) obtenemos la expresión para la energía 

interna  

𝑈 = 𝑇𝑟(𝜌𝐻) = −
ℏ2

2𝑚𝑉
∫ (∇2 exp (−

𝑚

2𝛽ℏ2
(𝒓 − 𝒓′)𝟐))  𝑑𝒓 =  

= −
1

2𝛽𝑉
∫ ((3 −

𝑚

𝛽ℏ2
(𝒓 − 𝒓′)𝟐) exp (−

𝑚

2𝛽ℏ2
(𝒓 − 𝒓′)𝟐))  𝑑𝒓 =  

=
3

2𝛽
=

3

2
𝑘𝑇 .                                (40) 

Este resultado es esperado para partícula libre de acuerdo al 

teorema de equipartición de la energía. En este caso es más 

fácil y directo utilizar la ecuación de la energía y la 

relación 𝐹 = −𝑁𝑘𝑇𝑙𝑛(𝑍) para obtener las restantes variables 

termodinámicas de un gas ideal. 

 

OSCILADOR ARMÓNICO SIMPLE 

 

Tratamos ahora al oscilador armónico cuyo Hamiltoneano 

es la siguiente expresión 

𝐻 = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑞2 +
𝑚𝜔2

2
𝑞2 .                       (41) 

Los autovalores de energía discretos son 

𝐸𝑛 = (𝑛 +
1

2
) ℏ𝜔, 𝑛 = 0,1, 2, … ,                 (42) 



y las autofunciones son las siguientes 

𝜙𝑛(𝑞) = (
𝑚𝜔

𝜋ℏ
)

1

4 𝐻𝑛(𝑥)

(2𝑛𝑛!)
1
2  

𝑒−
𝑥2

2  ,                     (43) 

donde 𝑥 = (
𝑚𝜔

ℏ
)

1/2

𝑞. Los elementos de matriz sin el termino 

𝑍−1, entonces están dados por 

⟨𝑞|𝑒−𝛽𝐻|𝑞′⟩ = ∑ 𝑒−𝛽𝐸𝑛𝜙𝑛(𝑞)𝜙𝑛
∗ (𝑞′)𝑛 =  

= (
𝑚𝜔

𝜋ℏ
)

1

2
𝑒−(𝑥2+𝑥′2)/2 ∑ 𝑒−𝛽(𝑛+

1

2
)ℏ𝜔 𝐻𝑛(𝑥)𝐻𝑛(𝑥′)

2𝑛𝑛!𝑛  .     (44) 

Para comparar con el núcleo propagador de la mecánica 

cuántica [13] su expresión 

𝑁(𝑥′, 𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑒−
𝑖𝑡𝐸𝑛

ℏ𝑛 𝜙(𝑥′)𝜙∗(𝑥) ,              (45) 

donde es claro el cambio de 𝛽 por 𝑖𝑡/ℏ para pasar de los 

elementos de matriz de la Ec. (44) al núcleo propagador de la 

Ec. (45) y viceversa. Ambas Ecs. (44) y (45) con las funciones 

de Hermite del oscilador armónico pueden evaluarse [12, 13] 

con la fórmula de Mehler siguiente 

∑ 𝐻𝑛(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)
𝑧𝑛

2𝑛𝑛!𝑛 =  

=
1

(1−𝑧2)1/2 exp (2𝑥𝑦𝑧 −
𝑧2(𝑥2+𝑦2)

1−𝑧2 ) .               (46) 

aunque la evaluación puede realizarse en forma matricial [9, 

11] mucho más complicada. Si comparamos las Ecs. (44) y 

(46) podemos hacer la identificación de 𝑧 = 𝛽ℏ𝜔, entonces 

obtenemos de acuerdo a la formula de Mehler aplicada a la 

Ec. (44) 

⟨𝑞|𝑒−𝛽𝐻|𝑞′⟩ = (
𝑚𝜔

𝜋ℏ
)

1

2 𝑒
−

𝛽ℏ𝜔
2

(1−𝑒−2𝛽ℏ𝜔)
1
2

∗  

∗ exp ((
𝑥2+𝑥′2

2
) −

1

1−𝑒−2𝛽ℏ𝜔 (𝑥2 + 𝑥′2 − 2𝑥𝑥′𝑒−𝛽ℏ𝜔)) =  

= (
𝑚𝜔

2𝜋ℏ𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛽ℏ𝜔)
)

1

2
exp (− coth(𝛽ℏ𝜔) +

2𝑥𝑥′

senh(𝛽ℏ𝜔)
) .    (47) 

Para evaluar la función de partición de la Ec. (47) más 

fácilmente, usamos en ella la relación tanh (
1

2
𝛽ℏ𝜔) =

(cosh(𝛽ℏ𝜔) − 1)/ senh(𝛽ℏ𝜔) =  senh(𝛽ℏ𝜔) /(1 +
cosh(𝛽ℏ𝜔)), así obtenemos 

⟨𝑞|𝑒−𝛽𝐻|𝑞′⟩ = (
𝑚𝜔

2𝜋ℏ𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛽ℏ𝜔)
)

1

2
  

exp (−
𝑚𝜔

4ℏ
(𝑞 + 𝑞′)2 tanh(𝛽ℏ𝜔) + (𝑞 − 𝑞′)coth (

1

2
𝛽ℏ𝜔)) .  (48) 

La función de partición de la Ec. (48) es entonces 

𝑍 = ⟨𝑞|𝑒−𝛽𝐻|𝑞′⟩ =  

= ∫ (
𝑚𝜔

2𝜋ℏ𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛽ℏ𝜔)
)

1

2
exp (−

𝑚𝜔

ℏ
𝑞2) tanh (

1

2
𝛽ℏ𝜔) 𝑑𝑞

∞

−∞
=  

=
1

2
𝑠𝑒𝑛ℎ (

1

2
𝛽ℏ𝜔) .                           (49) 

Esta función de partición es la misma obtenida con la 

distribución canónica [8, 9, 10] y de ella se obtienen 

fácilmente las variables termodinámicas. Así obtenemos la 

distribución de probabilidad de origen térmico en la forma 

⟨𝑞|𝑒−𝛽𝐻|𝑞⟩ = (
𝑚𝜔𝑡𝑎𝑛ℎ(

1

2
𝛽ℏ𝜔)

𝜋ℏ
)

1

2

  

exp (−
𝑚𝜔2

ℏ
𝑞2𝑡𝑎𝑛ℎ (

1

2
𝛽ℏ𝜔)) .            (50) 

Esta es una distribución de probabilidad gaussiana en la 

variable 𝑞, con valor promedio cero y desviación cuadrática 

media o varianza dada por 

∆𝑞 = (
ℏ

2𝑚𝜔
𝑐𝑡𝑔ℎ (

1

2
𝛽ℏ𝜔))

1

2
 .                 (51) 

Análogamente el operador de momento lineal 𝑝 = −𝑖ℏ𝑑/𝑑𝑥, 

tiene valor promedio cero y desviación cuadrática media o 

varianza dado por 

∆𝑝 = (
ℏ𝑚𝜔

2
𝑐𝑡𝑔ℎ (

1

2
𝛽ℏ𝜔))

1

2
 .                 (52) 

Las Ecs. (51) y (52) nos conducen a la relación de 

incertidumbre térmica 

∆𝑞∆𝑝 =
ℏ

2
𝑐𝑡𝑔ℎ (

1

2
𝛽ℏ𝜔) .                   (53) 

La energía interna se calcula [8, 9, 10] con la relación de la 

Ec. (49) en la forma 

𝑈 = 〈𝐻〉 = −
𝜕 ln(𝑍)

𝜕β
=

1

2
ℏ𝜔𝑡𝑔ℎ (

1

2
𝛽ℏ𝜔) .       (54) 

Por lo tanto, de las Ecs. (49) y (50) se puede escribir 

∆𝑞∆𝑝 =
𝑈

𝜔
 .                              (55) 

Aunque la Ec. (55) no es precisamente un teorema de 

fluctuación disipación [10, 16] por la función hiperbólica de 

la Ec. (54) nos hace pensar que es una forma del mismo. La 

Ec. (50) para distribución gaussiana de los operadores 𝑥 y 𝑝 

fue dada por Bloch en 1932 y conocido como el teorema de 

Bloch. 

 

CONCLUSIONES 

 

En mecánica estadística cuántica que representa estados 

mezclados, son más claros y directos los cálculos con la 

matriz densidad en la representación canónica, que en 

mecánica cuántica. La matriz densidad en mecánica 

estadística cuántica en el canónico satisface todas las 

propiedades de esta en mecánica cuántica. En particular se 

cumple para la probabilidad 𝑝𝑛 = exp(−𝛽𝐸𝑛)/𝑍. La función 

de partición 𝑍 en los casos tratados y en general es la misma 

que se obtiene con la distribución canónica nos permite 



obtener las variables termodinámicas mediante por la relación 

𝐹 = −𝑁𝑘𝑇𝑙𝑛(𝑍). La entropía de von Neumann en forma 

general se obtiene a partir de la expresión de la entropía de 

Boltzmann. Las variables termodinámicas obtenidas con la 

matriz densidad son las mismas que se obtienen a partir de 𝑍. 

Para el oscilador armónico para evaluar a la matriz densidad 

en forma simplificada la fórmula de Mehler para las 

funciones de Hermite. Así obtuvimos de acuerdo a Bloch la 

distribución gaussiana, las varianzas  ∆𝑞 y ∆𝑝, cuyo producto 

de incertidumbre es parecido a un teorema de fluctuación 

disipación. 
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