Distribucion De Planck y Determinacion de las Constantes h y k
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Resumen — Investigamos la deduccion de la distribucion
espectral de energia de Planck, con la fdrmula de Boltzmann y
un nuevo peso estadistico. Resolvemos como Planck cred la
distribucién de Bose-Einstein y revisamos la determinacion de
la constante de Boltzmann a, de la cual se determinan las
constantes de Planck h y k de Boltzmann de datos
experimentales.
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Abstract -- We investigate the derivation of the Planck
spectral distribution of energy, with the Boltzmann formula and
a new statistical weight. We solve how Planck created the Bose-
Einstein distribution and review the determination of
Boltzmann's constant a, from which Planck's constants h and
Boltzmann's k are determined from experimental data.
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INTRODUCCION

En 1901 Planck [1, 2, 3, 4, 5] us6 la formula de Boltzmann
para la entropia introduciendo un nuevo peso termodinamico
diferente al de Boltzmann. Este sirvio para la descripcion de
la termodinamica de sistemas clasicos, mientras que el peso
termodinamico de Planck genero una nueva distribucién
cuéntica para bosones. Asi, Planck inici6 lo que
posteriormente se conoceria como la distribucion de Bose-
Einstein [6, 7, 8, 9] para particulas de spin entero que no
satisfacen el principio de exclusion de Pauli. Aunque el
método seguido por Planck para calcular la entropia con la
formula de Boltzmann imponiendo algunas condiciones le
permitid obtener la distribucion espectral de la radiacion
térmica de cuerpo negro, no fue lo mas general [6, 7, 10]. La
distribucién espectral tiene la forma predicha por Wien y
depende de dos constantes, la de Planck h y la llamada k de
Boltzmann, aunque fue Planck quien la determind e introdujo
en mecanica estadistica. Planck integré la distribucion
espectral de energia en todo el espectro de frecuencias (0, )
para determinar la energia interna y obtener la relacién de
Stefan-Boltzmann [1, 2, 3, 4] U = aVT*. Determind asf la
constante a de Stefan-Boltzmann como funcion de las
constantes universales h, k y la velocidad de la luz en el vacio
¢ y otras constantes numéricas. Planck realizé el cambio de
variable de la frecuencia v a longitud de onda 2 = c¢/v, lo
que permitio determinar la distribucion espectral de energia
en funcién de A, lo cual le posibilité determinar las constantes
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¢, Y ¢, de la distribucion de energia. Ademas, esto le facilitd
probar la ley de desplazamiento de Wien para el maximo de
la distribucion espectral, A,,T = b. AsiPlanck determiné las
constantes a, ¢, y b tedricamente que junt6 con los resultados
experimentales [1, 2, 3, 4] obtenidos para estas constantes que
llevaron a Planck a determinar los valores numéricos de las
constantes universales h y k. Usando estas constantes junto
con la velocidad de la luz en el vacio ¢ y la constante
gravitacional, Planck determiné las unidades que hoy llevan
su nombre [1, 2, 12, 13]. El objetivo de este articulo es dar
una revision del método combinatorio de Planck para
determinar la distribucion espectral de energia del cuerpo
negro Y resaltar su contribucion a la distribucion cuéntica de
Bose-Einstein 'y explicar la determinacién con bases
experimentales de las constantes h y k, ademas de comparar
con los resultados actuales. Comparamos también con los
métodos actuales de la mecénica estadistica.

DISTRIBUCION ESPECTRAL DE ENERGIA DE
PLANCK

Mediante lo que Planck Illamé una extrapolacion
afortunada de las leyes de Wien y de Rayleigh-Jeans [3, 4, 5],
él obtuvo la distribucidn espectral de energia de la radiacion
térmica de cuerpo negro siguiente

b
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donde a, b son constantes. De la ley de Wien del
desplazamiento [1, 2]

Ulw) =v q.')(U/T) , )

donde v es la frecuencia de la radiacién y ¢ una funcion de
v/T, Planck escribi6 la formula de la Ec. (1) en la forma
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U= )

donde c y a' son constantes. Esta formula fue modificada por
Planck y escrita con la longitud de onda A y la frecuencia
respectivamente en las formas
cA~5
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donde C, ¢’, A y B son constantes. Planck presenté estos
resultados como un comentario extendido en la Sociedad
Fisica Alemana el 19 de octubre de 1900 [14]. Rubens, quien

escuchd el reporte, checd sus resultados experimentales,
reportando completa coincidencia con las formulas de las



Ecs. (4) y (5), asi como con los resultados experimentales de
Lummer y Pringsheim [14]. No obstante, de la verificacion
experimental de las formulas (4) y (5), Planck reconoci6 que
su derivacion es termodinadmica. Por lo tanto, Planck planted
una deduccién fundamental a partir del método de Boltzmann
de la combinatoria a partir de un peso termodinamico, aunque
él no estuviera muy convencido del método combinatorio [3,
4]. Planck previo a esto introduce el cuanto de accion que
llevaria al inicio de la teoria cuantica que se separa de la teoria
clasica. Es conveniente citar a Planck referirse por primera
vez a la constante h [14] “Ahora nosotros tenemos que
considerar la distribucion de energia Uy entre N resonadores
de frecuencia v. Si Uy fuera infinitamente divisible, la
distribucién pudiera ser realizada en un nimero infinito de
formas. Sin embargo, consideramos y este es el punto
cardinal de la computacion total de Uy como compuesta de
un namero finito de partes iguales de partes discretas iguales
y empleo para este fin la constante natural h =
6.55x107%7 erg = seg. Esta constante multiplicada por la
frecuencia comin v de los resonadores da la energia € en
ergs, y dividiendo Uy por € obtenemos el nimero P de
elementos de energia los cuales estan distribuidos entre los N
resonadores”. Asi Planck introduce las ecuaciones siguientes

€ =hv, Uy =NU = Pe. (6)

A continuacién, Planck recurre a la combinatoria [1, 2] para
obtener el nimero de complexiones o microestados para N y

P muy grandes
(N+P-1)!

= (N=-1)'P! "’ (7)
que es la expresion usual que da el nimero de combinaciones
en que pueden distribuirse P elementos indistinguibles en N
cajas distinguibles [4]. Planck da una cita a un texto de
probabilidad [1] para el cdlculo de R, contrariamente a lo que
se afirma en [4]. Luego utiliza la aproximacién de Stirling [6,
7] para N y P muy grandes, N! = NV y P! = PP sustituidos
en R de la Ec. (7) proporciona, con la formula de Boltzmann
[15] S = kIn R, la expresion para la entropia

Sy=k(N+P)In(N+P)—NInN—PInP . (8)
Tomando las Ec. (6) en la Ec. (8) conducen a la expresion

Sy =kN{(1+Y/e)In(1+U/e) = U/ein(U/e) . (9

Finalmente, cuando utilizamos la relacién termodinamica

1/T =dS/dU, se llega a

2= :—Uln(l + hv/U) , (10)

de la cual se obtiene

hv
Uv = T .
e /kT-1

11)

Multiplicando ahora por el nimero de modos normales en la
cavidad que considera los dos grados de polarizacion de los
cuantos de radiacion [1] finalmente se obtiene

_ Uy _ smhv® 1
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(12)

Esta distribucion espectral de energia es consistente con la
formula del desplazamiento de Wien [2, 3, 4] siguiente

u=v3¢(T/). (13)

Planck integré la densidad espectral de la Ec. (12) para
obtener la energia interna U(T, V) de la radiacion térmica de
cuerpo negro en la cavidad de volumen V

8mh (o v dv
Uy =3l =
8mh _hv _2hv _3hv
=2, (e her 4+ e~ hr + e /kT+---)v3dv,(14)

integrando término por término Planck [2] obtiene

U(T,v) = 2t ("—T)4 av (15)

c3 h
donde a = {(4) es la funcion Zeta de Riemann [7, 8, 9]
a=Tl+++o+ =T, =0(4)=10823. (16)
La relacion (15) expresa la ley de Stefan-Boltzmann
U(T,V) = aVT*y la constante de esta ley esta dada por
4
a= 48 T[ak /C3h3 . (17)
Como experimentalmente se estudia u(1), se usa la relacion
v =c/AenlaEc. (12), de la cual Planck obtiene asi

w =St _a 1 (18)
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Planck introduce asi las constantes de radiacion ¢; = c?h 'y
¢, = ch/k. Planck nos informa que el resultado experimental
[2] de la dltima constante est& dado por

;=" =1436cmK . (19)

Por Gltimo, Planck considera la ley del desplazamiento de
Wien [2, 3, 7] para la longitud de onda A,,, para el maximo de
la Ec. (18) de u(4)

AnmT = b = constante . (20)

Asi que, al elevar la temperatura, 4,, es desplazada en la
direccion de longitudes de onda mas corta. De la Ec. (18), de
la condicién para un maximo du(1)/dA =0 y poniendo
como abreviacion

ch
KAmT

=B, (21)
se llega a la ecuacidn transcendental
ef+b_1=0. (22)

Esta ecuacién se resuelve graficamente [7] y Planck [2]
reporta el siguiente resultado

B = 4.9651, (23)



y, por lo tanto, de la Ec. (19) 1,,T = ch/kB = b, de acuerdo
con la Ec. (20) de la ley de Wien. Para determinar el valor
numérico de las constantes naturales h y k, Planck conocio
los valores experimentales de las constantes c, de la Ec. (19)
y de la Ec. (17) para la constante ¢ de Stefan-Boltzmann [2].
El resultado experimental usado por Planck fue con la
relacion o = ac/4 = 5.54x10%ergcm™2 s 1 K~* y de
¢ =3x10"cm/s, a = 40/c, de la cual obtenemos

a =48 _ 73866 19 (24)

h3c3 cm3K*

Asi de las constantes ¢, y a de las Ec. (19) y (24) y sus valores
experimentales numéricos, Planck determina los valores
numeéricos de las constantes universales h y k, Planck obtiene

_ act _ -27
h = pr 6.415x107“" erg s, (25)
_ac® _ -16 -1
k= pree 1.34x10"*®erg K1 . (26)

Planck [1] habia reportado previamente los siguientes valores
h=6.55x10"%" erg s y k = 1.346x10" % erg/K.
También relaciond [2] la constante de los gases ideales R y la
constante k que por razones histdricas se nombra de
Boltzmann, que él no determin6 sino Planck, el nimero de
Avogadro N, = R/k = 6.2x102%3, asi como el nimero de
Lochy lacarga del electrdn e mediante la relacion de Faraday
que dio un resultado méas exacto que el de Thomson [2].
Planck pudo asi escribir la ecuacién de un gas ideal como
PV = NkT, donde N es el nimero de particulas del gas.
Einstein en 1905 calculd también N, [16] mediante la ley de
radiacion de Rayleigh-Jeans y se ha afirmado [16] que Planck
con las constantes universales h, k, ¢ y la de la gravitacion
f =6.685x10"8 cm3/gr s, determind las siguientes
Unidades Naturales [2] que hoy se conocen como unidades
de Planck [12, 13]

(f—h)l/z = 3.99x10~33¢m (ﬂ)l/z =5.37x1075
= 3. , 7 = o. gr,

c3

Con los valores experimentales de ¢, = 1.439 cm K y con
a=7.5x10"1° erg/cm K [12,13]y ¢ = 2.989x10%° cm se
obtienen los valores actuales de h y k. En 1926, G. N. Lewis
nombré a los cuantos de energia de radiacion e = hv fotones,
pero erroneamente concluyo que tenfan masa y que su
nGmero se conserva [14]. Posteriormente se probd [19] que
los fotones no tienen masa, que tienen spin 1, que no se
conserva su nimero N y que su potencial quimico es u =0
[6, 7, 8,9, 10].

PLANCK COMO CREADOR DE LA DISTRIBUCION
CUANTICA

En 1924, Bose derivo la ley de radiacion de Planck [17]
introduciendo el concepto de indistinguibilidad de los cuantos

de radiacion o fotones. Boltzmann sugirié [4] que las
moléculas en algunos casos tendrian energias 0, ¢, 2, ... .
Planck probd [2], adelantdndose a la regla de Wilson-Sam,
que los niveles posibles de energia de un oscilador arménico
cuantizado son 0, ¢, 2¢, ...,ne, conn =0,1,2,3,...y € = hv.
Bose [17] utilizO esto para obtener una estadistica de los
niveles de energia con el método de Boltzmann, asi el valor
medio de n y € son

—_ne
2 one”  /kT 1 1

(n> - Z%‘Loe—ne - eE/kT—l = ehv/kT_l ' (27)
 Y%gnee” T e m
(e) = L/ P PP T (28)

que es la ya obtenida por Planck [1, 2]. Ademas, estos
métodos de promedio ya habian sido usados por de Broglie
en 1922 [18]. Bose us6 la relacion de Einstein € = ¢cp = hv
para calcular el nimero de modos normales. Pero, aunque
este fue un paso importante de Bose no cred una nueva
estadistica cuantica [5]. Por su parte, Einstein trat6 el caso de
los cuantos de radiacién con € = hv como indistinguibles.
Usd el método de los coeficientes indeterminados de
Lagrange sin tomar el nimero N de cuantos de energia
constante, con el peso termodinamico de Planck de la Ec. (7)
en la forma [6, 7, 10] siguiente, en que se consideran celdas
gi con N; particulas

M/i _ (gi+Ni_1)! ) (29)

T (gi-DIN!

Con el método usual, Einstein obtuvo

N; =2 (30)

ePe-1’

con B = 1/kTy € = hv. Entonces tenemos que

3
U,dv = N;hv dv = Sny U dv

hv ’
P

(31)

en la que se identificd g; con el nimero de modos normales.
Aunque se ha modificado el peso termodinamico de Planck,
este sigue teniendo su forma original. EI nimero total de
cuantos de energia no fue tratado por Bose y Einstein, pero
de la Ec. (30) con w = 2mv puede calcularse [8, 9] como
_ Lfoo w? dw _ V(kT)3 foo x3 dx
n2c3 70 eh“’/k—p_1 m2c2h370 eX-1'

N =X® ("—T)3 V = 0.244(21)3V (’;—:)3 .32

n2 \hc

La constante ¢, = ch/k =1.436cm K de la Ec. (19) la
escribimos como

N =9.911VT3 cm=3K3. (33)

Si tenemos en cuenta [6, 7] la ecuacion para la radiacién de
cuerpo negro PV = aVT*/3 y tomamos VT3 de la Ec. (31),
obtenemos la ecuacién de estado del gas de cuantos de
energia siguiente

_ Nar
T 3(9.911)

em K3 = 0.252x10"15NT,  (34)



en unidades cgs. Pero hay que tomar en cuenta que en esta
ecuacion de estado N = N(V,T) de acuerdo con la Ec. (30),
es una ecuacion de cuantos de energia. Por Gltimo, es
conveniente aclarar que los métodos de Bose-Einstein no son
los méas generales y completos. Como sabemos con el método
de la distribucién gran canonica de Gibbs [8, 9] y el gran
potencial, pueden obtenerse las variables termodinamicas de
un sistema cuantico que obedece la estadistica de Planck,
Bose y Einstein, en funcién del potencial quimico. Ademas,
sin considerar la indistinguibilidad de las particulas.

CONCLUSIONES

En su tratamiento de la radiacién térmica de cuerpo negro,
Planck introdujo un nuevo tipo de distribucion cuantica,
precediendo a la de Bose-Einstein. Introdujo un nuevo peso
estadistico diferente al de Boltzmann, el cual le permitié a
Einstein generalizarlo para crear la estadistica de Bose-
Einstein. Planck consider6 la radiacién térmica como un gas
de cuantos de energia, que Einstein retomd posteriormente
para introducir el gas de fotones. Planck determiné los
valores numéricos de las constantes h, k, R mediante
coeficientes que aparecen en la distribucion térmica de
Ccuerpo negro, que se midieron experimentalmente.
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