
Resumen –– Mediante las soluciones de onda plana de las 

ecuaciones de Maxwell en el vacío y con los vectores de Sandoval 

Vallarta 𝑽± = 𝑬 ± 𝒊𝒄𝑩 obtenemos las ecuaciones de autovalores 

de estos vectores. Con la representación adjunta del grupo 

𝑺𝑶(𝟑) dada por el tensor antisimétrico en los productos 

vectoriales, determinamos las autofunciones de spin, helicidad y 

polarización en el eje z. Luego las obtenemos en cualquier 

dirección con la base ortonormal de las coordenadas esféricas en 

la representación de helicidad. 
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Abstract –– Using the plane wave solutions of Maxwell's 

equations in a vacuum and with the Sandoval Vallarta vectors 

𝑽± = 𝑬 ± 𝒊𝒄𝑩 we obtain the eigenvalue equations of these 

vectors. With the adjoint representation of the 𝑺𝑶(𝟑) group 

given by the antisymmetric tensor on the vector products, we 

determine the eigenfunctions of spin, helicity, and polarization 

on the z-axis. We then obtain them in any direction with the 

orthonormal basis of the spherical coordinates in the helicity 

representation. 
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INTRODUCCIÓN 

 

Maxwell sintetizó los conocimientos de electrodinámica del 

siglo XIX en sus ecuaciones del campo electromagnético y en 

la ecuación de onda que satisfacen [1]. Sandoval-Vallarta [2] 

escribió por primera vez las ecuaciones de Maxwell en el 

vacío con el vector 𝑽± = 𝑬 ± 𝑖𝑐𝑩 en forma matricial de 

Dirac. Las matrices de Dirac de 4 × 4 fueron tres ya que 

consideró que la masa del fotón es nula. Determina las 

componentes del tensor de energía-momento, pero no el spin, 

helicidad y polarización del fotón. Posteriormente Majorana 

estudió las ecuaciones de Maxwell con matrices de 3 × 3 del 

grupo 𝑆𝑂(3) con un trabajo inconcluso por su desaparición 

[3,4]. En la literatura de la Mecánica Cuántica Relativista 

[5,6] se estudian las ecuaciones de Maxwell, pero sin 

determinar el spin, helicidad y polarización del fotón. Good 

en 1957 escribió las ecuaciones de Maxwell en el vacío y sus 

soluciones de onda plana cambiando los productos 

vectoriales por matrices de la representación del grupo 

𝑆𝑂(3). Así determinó la ecuación cuántica del fotón con 

masa nula y spin 1 [7,8]. Muirhead revisó la teoría de Good e 

identificó las representaciones de autovalores con el operador 

de helicidad [9]. Muirhead hizo la identificación del operador 

de helicidad con el de Pauli-Liubanski en el límite 

ultrarelativista [9,10,11] cuando la masa de la partícula se 

anula. Wigner probó [12] que en este caso el spin de la 

partícula 𝒔 es paralelo al momento lineal de la misma y 

además es relativistamente invariante. El objetivo de este 

artículo es primero tratar las soluciones de onda armónica con 

el método de Good y Muirhead [8,9] como caso particular en 

el que el momento lineal está en la dirección 𝑧. Identificamos 

los dos estados de helicidad como estados de quiralidad 

[10,13,14] y estos estados los identificamos con estados de 

polarización de la luz o del fotón [15,16,17]. En este caso 

encontramos que los estados de helicidad de mano derecha 

son estados de polarización circular derecha y los de helicidad 

de mano izquierda son estados de polarización circular 

izquierda [18,19]. Posteriormente con la base ortonormal de 

las coordenadas esféricas [20] tomamos el vector radial en la 

dirección de propagación y los otros dos en la dirección de 𝑬 

y 𝑩. Obtenemos los autovectores de helicidad y polarización 

en función de los ángulos 𝜃 y 𝜙. Obtenemos así, pero por otro 

método los estados de helicidad [21,22,23]. 

 

SOLUCIONES DE ONDA ARMÓNICA DE LAS 

ECUACIONES DE MAXWELL 

 

Consideramos las ecuaciones de Maxwell del campo 

electromagnético en el vacío 

∇ ∗ 𝑬 =  0, ∇ × 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡
,  

∇ ∗ 𝑩 = 0, ∇ × 𝑩 =  𝜀0𝜇0
𝜕𝑬

𝜕𝑡
 ,                   (1) 

donde 𝑐 es la velocidad de la luz dada por 𝑐2 = 1 ℇ0𝜇0⁄ . Con 

ambos campos se prueba fácilmente que satisfacen la 

ecuación de onda 

1

𝑐2

𝜕2𝑬 

𝜕𝑡2 − ∇2𝑬 = 𝟎,
1

𝑐2

𝜕2𝑩 

𝜕𝑡2 − ∇2𝑩 = 0 .             (2) 

Estas ecuaciones tienen las siguientes soluciones de onda 

plana armónica [8,9,24] 

𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝑬𝒐𝑒𝑖(𝒌∗𝒓−𝜔𝑡), 𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝑩𝒐𝑒𝑖(𝒌∗𝒓−𝜔𝑡) ,       (3) 

donde 𝑬𝒐 y 𝑩𝒐 son las amplitudes de las ondas que no 

dependen del espacio-tiempo (𝒓, 𝑡). 𝒌 = 𝒏𝑘 es el vector de 

propagación de magnitud 𝑘 = 2𝜋
𝜆⁄ , 𝒏 indica la dirección de 

propagación |𝒏| = 1 y 𝜔 𝑘⁄ = 𝑐. La cantidad 𝒌 ∗ 𝒓 − 𝜔𝑡 =
−𝑘𝜇𝑥𝜇 = −(𝜔 𝑐⁄ , 𝒌)(𝑐𝑡, −𝒓) que es un escalar invariante de 

Lorentz. De la solución de onda armónica de la Ec. (3) 
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sustituidas en las ecuaciones de Maxwell, Ec. (1), se obtienen 

las siguientes ecuaciones 

∇ ∗ 𝑬 = 𝒌 ∗ 𝑬 =  0,    𝒏 × 𝑬 = 𝑐𝑩,  

∇ ∗ 𝑩 = 𝒌 ∗ 𝑩 = 0,   𝒏 × 𝑩 =  −
𝑬

𝑐
.              (4) 

De las dos primeras ecuaciones de Ec. (4) se sigue que los 

vectores del campo electromagnético 𝑬 y 𝑩 son 

perpendiculares al vector de propagación 𝒌 y de las 

ecuaciones tercera y cuarta, que los vectores 𝒌, 𝑬 y 𝑩 forman 

una base ortogonal derecha y las magnitudes del campo 

electromagnético 𝐸 y 𝐵 satisfacen 𝐸 = 𝑐𝐵. Entonces 

podemos escribir en la forma 

𝑬 = 𝒏𝟏𝐸, 𝑩 = 𝒏𝟐𝐵 ,                           (5) 

donde los vectores unitarios 𝒏, 𝒏1 y 𝒏2 forman una base 

ortonormal derecha 

𝐧 × 𝒏𝟏 = 𝒏2, 𝒏𝟏 × 𝒏𝟐 = 𝒏, 𝒏𝟐 × 𝒏 = 𝒏𝟏 .             (6) 

Introducimos ahora los vectores complejos de Sandoval-

Vallarta 

𝑽+ = 𝑬 + 𝑖𝑐𝑩, 𝑽− = 𝑬 − 𝒊𝒄𝑩 = 𝑽+
∗
 ,              (7) 

𝑽± = (𝑬 ± 𝑖𝑐𝑩) = (𝒏𝟏 ± 𝑖𝒏𝟐)𝑬 ,                   (8) 

donde usamos las ecuaciones de la Ec. (5). Con los vectores 

𝑽± las ecuaciones de Maxwell de la Ec. (1) se escriben como: 

∇ ∗ 𝑽± = ∇ ∗ (𝑬 ± 𝑖𝑐𝑩) = 0 ,                       (9) 

∇ × 𝑽+ = ∇ × (𝑬 + 𝒊𝒄𝑩) =
𝜕𝑩

𝜕𝑡
+

𝑖

𝑐

𝜕𝑬

𝜕𝑡
=

𝑖

𝑐

𝜕𝑽+

𝜕𝑡
 ,         (10) 

∇ × 𝑽− = −
𝑖

𝑐

𝜕𝑽−

𝜕𝑡
 .                             (11) 

Las Ec. (9) y (10) fueron escritas por primera vez en otro 

contexto por Sandoval-Vallarta [2]. Las Ec. (9) y (10) junto 

con las Ec. (5-7) nos permiten escribir las primeras en la 

forma 

𝑖𝒌 × (𝒏𝟏 + 𝑖𝒏𝟐)𝐸 = −
𝑖

𝑐
𝑖𝜔(𝒏1 + 𝑖𝒏2)𝐸 ,                (12) 

cancelando el escalar 𝐸 tenemos 

𝑖𝒌 × (𝒏𝟏 + 𝑖𝒏𝟐) =
𝜔

𝑐
(𝒏1 + 𝑖𝒏2) .                    (13) 

De igual manera la Ec. (11) nos proporciona la ecuación 

𝑖𝒌 × (𝒏𝟏 − 𝑖𝒏𝟐) = −
𝜔

𝑐
(𝒏1 − 𝑖𝒏2) .               (14) 

Ahora introducimos las relaciones cuánticas de la dualidad 

onda-partícula de Planck y Einstein ℏ𝒌 = 𝒑 y 𝐸 = ℏ𝜔, en las 

soluciones de las ecuaciones en Ec. (3) de onda plana 

armónica para obtener 

𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝑬𝒐𝑒
𝑖(𝒑∗𝒓−𝐸𝑡)

ℏ
⁄ , 𝑩(𝒓, 𝑡) = 𝑩𝒐𝑒

𝑖(𝒑∗𝒓−𝐸𝑡)
ℏ

⁄
 .    (15) 

Al sustituir las ondas planas cuánticas en las ecuaciones de 

onda del campo electromagnético nos dan 

1

ℏ2 (𝑝𝒙
𝟐 + 𝑝𝒚

𝟐 + 𝑝𝒛
𝟐 −

𝑬2

𝒄𝟐) 𝐸 =
1

ℏ2 (𝒑𝟐 −
𝑬2

𝒄𝟐) 𝐸 = 0 . 

De 𝐸2 = 𝑐2𝑝2 se tiene 𝐸 = 𝑐𝑝 = 𝑐|𝑝|, esta es la ecuación de 

Einstein para partículas de masa nula, es decir, los fotones. 

Otra ecuación idéntica se satisface para el campo 𝑩. 

Multiplicando por ℏ ambos lados de las Ec. (13) y (14) 

teniendo en cuenta las ecuaciones de Planck-Einstein ℏ𝒌 = 𝒑 

y 𝐸 = ℏ𝜔 = 𝑐|𝑝|, estas ecuaciones se transforman en las 

siguientes 

𝑖
𝒑

|𝒑|
× (𝒏1 + 𝑖𝒏2) = (𝒏𝟏 + 𝑖𝒏2) ,                     (16) 

𝑖
𝒑

|𝒑|
× (𝒏1 − 𝑖𝒏2) = −(𝒏𝟏 − 𝑖𝒏2) .                   (17) 

Estas dos ecuaciones Ec. (16) y (17) por su deducción son 

cuánticas y en lugar de expresar la propagación de un frente 

de onda, representa un flujo de fotones. Estas ecuaciones son 

dos ecuaciones de autovalores para los vectores 𝒏± = (𝒏1 ±
𝑖𝒏2) y con autovalores 1 y −1 respectivamente. 

 

ESTADOS DE SPIN, HELICIDAD Y POLARIZACIÓN 

DEL FOTÓN 

 

Sabemos que el producto vectorial de dos vectores se puede 

escribir por una transformación lineal de una matriz 

antisimétrica de 3 × 3 con entradas del primer vector y que 

actúa sobre el segundo [25]. En efecto con la representación 

adjunta de la algebra de Lie del grupo 𝑆𝑂(3) generada por el 

tensor antisimétrico 𝜖𝑗𝑘𝑙 con 𝑗, 𝑘 y 𝑙 con suma sobre índices 

repetidos [26] tenemos 

𝑖𝜖𝑗𝑘𝑙
𝑝𝑘

|𝒑|
(𝒏1 ± 𝑖𝒏2)𝑙 = ±(𝒏1 ± 𝑖𝒏2)𝑗 .               (18) 

Así las matrices de la representación adjunta son 

(𝑆𝑘)𝑗𝑙 = 𝑖𝜖𝑗𝑘𝑙 ,                                (19) 

donde 𝑘 indica las tres matrices de 3 × 3 cuyas entradas las 

dan los índices 𝑖 y 𝑗 [26]. Explícitamente estas matrices son 

𝑆1 = (
0 0 0
0 0 −𝑖
0 𝑖 0

) , 𝑆2 = (
0 0 𝑖
0 0 0

−𝑖 0 0
),   

𝑆3 = (
0 −𝑖 0
𝑖 0 0
0 0 0

) .                         (19’) 

Estas matrices corresponden a los generadores infinitesimales 

del grupo 𝑆𝑂(3) multiplicados por 𝑖 [27], que cumplen las 

siguientes relaciones 

[𝑆𝑖 , 𝑆𝑗] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘 𝑆𝑘, [𝑆𝑖 , 𝑆2] = 0,  

𝑆1
2 + 𝑆2

2 + 𝑆3
2 = 1(1 + 1) (

1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = 𝑆2 .     (20) 

La matriz 𝑆2 es el operador de Casimir del grupo y su 

autovalor es 𝑆(𝑆 + 1) donde 𝑆 = 1 2⁄ , 1, 3 2⁄ , … etc. En 



nuestro caso 𝑆 = 1 es el momento angular intrínseco o spin 

del fotón. 

Con estas matrices las ecuaciones en Ec. (18) podemos 

escribirlas con suma sobre índices repetidos como 

(
𝑺∗𝒑

|𝒑𝒐|
)

𝑗𝑙
(𝒏1 + 𝑖𝒏2)𝒍 = (𝒏𝟏 + 𝑖𝒏2)𝑗 ,              (21) 

(
𝑺∗𝒑

|𝒑𝒐|
)

𝑗𝑙
(𝒏1 − 𝑖𝒏2)𝒍 = −(𝒏𝟏 − 𝑖𝒏2)𝑗 .              (22) 

Identificamos el operador 𝑺 ∗ 𝒑 |𝒑𝒐|⁄  con el operador de 

helicidad o quiralidad de la partícula del fotón de masa cero 

[10,11,13] y las Ec. (21) y (22) son las ecuaciones de 

autovalores y autovectores del operador de helicidad y 

quiralidad. La Ec. (21) para el autovector (𝒏1 + 𝑖𝒏2) tiene 

helicidad 1 y el autovector (𝒏1 − 𝑖𝒏2), helicidad −1. Como 

resolver las Ec. (21) y (22) y determinar sus autovectores no 

es simple para cualquier dirección del momento 𝒑, se 

resuelven para el caso particular donde se tiene 𝑝𝑥 = 𝑝𝑦 = 0 

y 𝑝𝑧 = 𝑝, tenemos entonces 

𝑺∗𝒑

|𝒑|
= (

0 −𝑖 0
𝑖 0 0
0 0 0

) (
1

±𝑖
0

) = ± (
1

±𝑖
0

) ,                (23) 

donde los signos 1 y −1 de los autovalores, corresponden a 

los signos + y – del autovector. Así tenemos la 

correspondencia de los autovalores de helicidad o quiralidad 

𝜆 = ±1 con los vectores de polarización. 

𝜆 = 1, helicidad de mano derecha  = 

=  polarización circular derecha = (
1
𝑖

) ,      (24) 

𝜆 = −1, helicidad de mano izquierda  = 

=  polarización circular izquierda = (
1

−𝑖
) ,     (25) 

donde los vectores columna de dos componentes son vectores 

de Jones de la polarización indicada [15,16]. Para un spin 𝑠 

existen 2𝑠 + 1 estados de helicidad 𝜆 = −𝑠, −𝑠 +
1, … , 0, 1, 2, … , 𝑠 [23] así para spin 1 del fotón 𝜆 = 0, ±1, 

pero el estado con 𝜆 = 0 no existe por la transversalidad del 

campo electromagnético. Para determinar los estados de 

helicidad, quiralidad y polarización en el caso general, 

introducimos los vectores ortonormales inducidos por las 

coordenadas esféricas 𝒆𝒓, 𝒆𝜽 y  𝒆𝝓 [20]. Estos vectores son 

los siguientes 

𝒆𝒓 = 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙�̂� + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙�̂� + 𝑐𝑜𝑠𝜃�̂� ,             (26) 

𝒆𝒓 = 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙�̂� + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙�̂� + 𝑐𝑜𝑠𝜃�̂� ,             (27) 

𝒆𝝓 = −𝑠𝑖𝑛𝜙�̂� + 𝑐𝑜𝑠𝜙�̂� .                      (28) 

Las relaciones de ortonormalidad son 

𝒆𝒓 × 𝒆𝜽 = 𝒆𝝓, 𝒆𝜽 × 𝒆𝝓 = 𝒆𝒓, 𝒆𝝓 × 𝒆𝒓 = 𝒆𝜽 .       (29) 

En las Ec. (16) y (17) escribimos 𝒑 = |𝑝𝑜|𝒆𝒓 e identificamos 

los vectores 𝒏1 = 𝒆𝜽, 𝒏𝟐 = 𝒆𝝓 y se prueba sin dificultad que 

se satisfacen las ecuaciones generales de autovectores y 

autovalores de helicidad 

𝑖𝒆𝒓 × (𝒆𝜽 ± 𝑖𝒆𝝓) = ±(𝒆𝜽 ± 𝑖𝒆𝝓) .               (30) 

De acuerdo con las ecuaciones en Ec. (27) y (28) los 

autovectores en la Ec. (30) toman la forma de vector columna 

siguiente 

𝒆𝜽 ± 𝑖𝒆𝝓 = (
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜙
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝜙

−𝑠𝑖𝑛𝜃

) .                  (31) 

Las ecuaciones en Ec. (30) mediante las matrices de Ec. (19) 

se escriben entonces como 

𝑖 (

0 −𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙
𝑐𝑜𝑠𝜃 0 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙 0
) (

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜙
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝜙

−𝑠𝑖𝑛𝜃

) = 

= ± (
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜙
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝜙

−𝑠𝑖𝑛𝜃

) .                      (32) 

 

CONCLUSIONES 

 

Con las soluciones de onda plana de las ecuaciones de 

Maxwell en el vacío y con los vectores de Sandoval Vallarta 

se obtuvieron las ecuaciones de autovalores de estos vectores 

y con la representación adjunta del grupo 𝑆𝑂(3) se determinó 

las autofunciones de spin, helicidad y polarización en el eje z. 

Por último, se encontraron para cualquier dirección con la 

base ortonormal de las coordenadas esféricas en la 

representación de helicidad. 
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