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Resumen — La Transformada Discreta de Fourier (DFT) es una
herramienta muy popular en las aplicaciones. En este articulo se
demuestra que la DFT puede usarse como un método numérico
para aproximar los coeficientes de Fourier de una funcion
periddica.
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Abstract — The Discrete Fourier Transform (DFT) is a very
popular tool in applications. This article shows that the DFT can
be used as a numeric tool to approximate the Fourier coefficients
of a periodic function.
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I. INTRODUCCION

Se supondra que todas las funciones tienen como dominio al
conjunto de los nimeros reales. Una funcién f es continua en
[a, b] si es continua en cada punto del intervalo, incluyendo
los extremos. Un N-vector es una funcion x, definida en los
enteros, con la siguiente propiedad:

XeN+r = Xr

paratodoenteroky0 <r < N.

Sea f una funcion de valores complejos. Se define la
integral de f sobre el intervalo [a, b] mediante la siguiente
identidad:

fbf(x) dx = fbu(x) dx + ifbv(x) dx

donde i? = —1, y u, v son las partes real e imaginaria de f,
respectivamente, siempre y cuando estas funciones sean
integrables. Todas las integrales se toman respecto a la
medida de Lebesgue. La funcién es 2m-periodica si cumple la
siguiente identidad:

flx+2m) = f(x)

para todo nimero real x. Se denotara por P(2m) al conjunto
de funciones 2m-periddicas, complejas e integrables en
[0,27].

Sea f € P(2m). Se define el n-ésimo coeficiente de
Fourier de f, denotado c,(f), mediante la siguiente
ecuacion:

cn(f) = %J; f(x)e™™* dx (1)

La n-ésima suma parcial de Fourier de f, denotada S,,(f),
esta definida mediante la siguiente identidad:

n

S, (F,x) = Z cr(F)etks @)

k=—-n

Naturalmente surge la siguiente pregunta: ¢Qué
condiciones garantizan que la sucesion definida en (2)
converge? Una respuesta parcial esta dada en el Teorema 2.
Las siguientes definiciones seran Utiles.

Una funcién f es de variacion acotadaen I = [a, b], si
existe un nimero real M tal que para cualquier particién a =
ap < ay <--<a,=Db,setiene:

n—-1

Zlf(ak+1) —fla)l <M
k=0

La funcion f es suave a pedazos en I si: (1) existe una
particion a = ay < a; < - < a, = b tal que f es derivable
con continuidad en (ay, ax4q) parak = 0,..,n—1; (2) los
limites laterales de f en cada punto de I existen y son finitos;
y (3) la funcion f’ es integrable en I.

Toda funcion suave a pedazos es de variacion acotada.
Para verificar esto notese que, si f es continua en I = [a, b],
y derivable con continuidad en (a, b), entonces la siguiente
identidad es vélida:

fe =@+ [ rwa

Lo anterior implica que f es absolutamente continua en I, por
lo cual es de variacion acotada. La funcién sigue siendo de
variacion acotada aun si sus valores cambian en los extremos
de I. Por lo cual una funcion suave a pedazos siempre es de
variacion acotada.

Si una funcion es de variacion acotada en un intervalo I,
entonces los limites laterales de f existen en cada punto de /,



y es integrable en dicho intervalo. Esto es consecuencia del
teorema de Jordan (ver la Seccion 6.3 de [6]).

Una funcion f satisface las condiciones de Dirichlet en
1, si cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. f esde variacién acotadaen I.

2. f tiene una cantidad finita de discontinuidades
infinitas y, cuando se excluyen vecindades
arbitrariamente pequefias de dichas
discontinuidades, la funcién es de variacion acotada
en los intervalos restantes. Mas aun, la funcién es
integrable en [.

Una funcion f tiene una discontinuidad infinita en x, si
los limites laterales de f en x, son ambos o 0 —co. Por
ejemplo, considérese la funcion f € P(2m), definida en
(0,21) mediante la formula:

fx) =log (2 sin (;))

Entonces f tiene discontinuidades infinitas en x = 0, 2.
Cuando se excluye el intervalo [0,8) U (2 — §, 2], con
0 < 8 < m, la funcion es de variacion acotada en [§, 21 —
8]. Por lo tanto f satisface las condiciones de Dirichlet en
[0,27].

Teorema 1 Sea f una funcibn que satisface las
condiciones de Dirichlet en [0,21t]. Entonces existe C tal que:

C
len(OI < 7

= Inl
paran # 0.

Demostracion. El caso en que f es de variacion acotada
puede consultarse en [5]. El caso en que f tiene
discontinuidades infinitas se sigue facilmente del anterior.

Teorema 2 Sean f una funcién 2m-periédica que
satisface las condiciones de Dirichlet en [0,2m] y x un
namero real. Supdngase que:

F) =5 lim [FGe+ B) + £ = )]

existe (incluye el caso en que es igual a co 0 —o0). Entonces
S, (f,x) converge a f(x); en particular, si f es continua en
x, entonces S,,(f,x) converge a f(x). Mas aun, si f es
continua en un intervalo cerrado y acotado, entonces S,,(f)
converge uniformemente a f en dicho intervalo.

Demostracion. En [4] se demuestra que el resultado es
valido si existe C tal que:

len ()] < =

In
paran # 0. Esta desigualdad es valida por el Teorema 1.

Teorema 3 Sea f € P(2m). Supdngase que f satisface
las siguientes condiciones:

1) f escontinua.

2) f esde variacidn acotada en [0,2m].

3) f' existe excepto posiblemente en una cantidad
numerable de puntos.

Supongase ademas que existe una funcién g que satisface las
condiciones de Dirichlet en [0,21t], y que g = f' casi donde
quiera. Entonces existe C tal que:

C
Cn(f) SF

paratodan = 0.

Demostracion. Este teorema puede consultarse en [2],
aqui se han afladido algunos detalles. Los incisos 1), 2) y 3)
implican que f es absolutamente continua. Esto se sigue del
criterio de Banach-Zarecki. La hipotesis de que f' existe
excepto en una cantidad numerable de puntos implica que f
tiene la propiedad N de Luizin. Esto es consecuencia del lema
7.25 de [7].

Como la integracion por partes es valida para funciones
absolutamente continuas, se tiene:

21 21

flx)e ™ dx = % f'(x)e ™ dx 3)

El Teorema 1 implica que existe C tal que:

!

C
<

para n # 0. Insertando la desigualdad anterior en (3) se
obtiene el resultado.

Il. LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

En esta seccion se muestra que la Transformada Discreta
de Fourier nace naturalmente como un método para
aproximar los coeficientes de Fourier.

Sea f una funcién continua en el intervalo I = [a, b] y N
un nimero natural. Se define:

b—a

Ax = N

La regla del trapecio afirma lo siguiente;



b b N—-1
f g(x) dx =~ Ax <M+ Z g(xk)>

=1
donde:
X = a+ kAx
Sustituyendo a = 0, b = 2m, Ax = 2m/N, g(x) =

f(x)e~™* y asumiendo que f es 2m-periddica, se obtiene:

N-1
21 )
Zﬁcn(f) ~ WZ f(xk)e—Zmnk/N
k=0

de donde:

=2~

N-1
enlf) =37 ) Fdem2miniy @
k=0

El lado derecho de jError! No se encuentra el origen
de la referencia. sugiere la siguiente definicion. Dado x un
N-vector, la Transformada Discreta de Fourier de x (DFT,
por sus siglas en inglés) es el N-vector F{x} definido
mediante la siguiente identidad:

N-1
E{x}= Z Xk ®)
k=0
donde:
W = eZm’/N

Ahora jError! No se encuentra el origen de la referencia.
puede reescribirse de la siguiente forma:

() = Rl ©
donde:
x = f(2mk/N)

Puede verificarse facilmente que F{x} es efectivamente
un N-vector. Se sigue de la identidad:

Wk = ok

I1l. LA DFT COMO APROXIMACION DE LOS COEFICIENTES DE
FOURIER

La relacion jError! No se encuentra el origen de la
referencia. indica que F{x} puede utilizarse para aproximar

los coeficientes de Fourier de una funcién continua, pero no
especifica la precision de esta aproximacion. En esta seccion
se investiga esta Ultima cuestion. Se comenzard tratando el
caso sencillo, para el cual se requiere el siguiente resultado
conocido como la formula de sumacion de Poisson [1].

Teorema 4 Sea f € P(2m) y supdngase que S,,(f,x)
converge a un limite finito [(x) para toda x. Entonces:

[ee]

1
S} = k:z_m onen () ™)
donde:
2mk
=177

Demaostracion. Por hip6tesis se tiene:

@)= 5

k=—o0

de donde:

[oe]

xn= ) alpom

k=—o0

Insertando esta cantidad en (5) se obtiene:

F{x}

I
=
3
€

luego:

F{x} = Z cr(fzk (8)

k=—o00

donde:



Pero z, = 0 a menos que w**™ = 1, en cuyo caso z, = N.
Lo anterior sucede si y solo si k + n = jN para algn
entero j. Sustituyendo en (8) se obtiene el resultado.

El siguiente teorema es conocido como teorema de
muestreo de Nyquist-Shannon. Es una respuesta parcial a la
siguiente pregunta: ¢Puede una funcién recuperarse
completamente si se conoce una cantidad finita de sus
valores?

Teorema 5 ([1]) Sup6ngase que:

M

fx) = cr (e~

k=—M+1
Para cada entero k se define:
xi = f(2mk/N)
SiN = 2M, entonces:
1
NFn{x} = C—n(f)
siempre que —g <n< g
Demostracion. Claramente se tiene I1(x) = f(x) para
toda x. El resto se sigue del Teorema 4 al notar que kN —
n = 0sik #0.
Si una funcién satisface la hipdtesis del Teorema 5, se
dice que es de banda limitada. El resultado a continuacion

se aplica a una clase mas amplia de funciones.

Teorema 6 ([3]) Sea f € P(2m) una funcién que
satisface las hipdtesis del Teorema 3. Se define:

xi = f(2mk/N)

Entonces existe C tal que:
1 C
R - ea(D| <53

N N
para toda —5;sSn <.

Demostracion. Como f es continua y de variacion
acotada, el Teorema 1 implica que:

12k /N) = f(2mk/N)

donde I(x) es como en el Teorema 4. Ahora bien, del mismo
teorema se deduce que:

1
TF = (D) = ) Cnein ()

k+0

Por el Teorema 3 se tiene:

20w 1
>l nain ()1 < N—Zm

k#0

Por lo tanto, para finalizar la prueba basta verificar que la
suma:

- 1
kzzl (=n/N + k)?

esta acotada por una constante que no depende de n ni de N.
Esto se sigue de la hipdtesis —g <n< %

En el siguiente teorema se cambian un poco las hipdtesis
para incluir funciones que tienen una cantidad finita de
discontinuidades.

Teorema 7 ([3]) Sea f € P(2m) una funcién acotada.
Supodngase que f es continua excepto en una cantidad finita
de puntos. Sup6ngase ademds que f' existe y es continua,
excepto posiblemente en una cantidad numerable de puntos,
y que existe una funcion g que cumple las siguientes
condiciones:

1) g = f' casi donde quiera.
2) fy g satisfacen las condiciones de Dirichlet en cada
intervalo compacto donde f es continua.

Definase:

xi = f(2mk/N)

Entonces existe un nimero real C tal que:

1 Cc
NF"{x} —c_, () < N

Demostracion. Para cada entero k se define:

2tk
A = T
Sea I, = [ay, 0x41]. Se define la funcién hy en cada intervalo
I, de la siguiente forma: (1) si f es continua en I, entonces
hy =f;y (2) si I, contiene un punto en el cual f es
discontinua, entoncesg(x) = u(x), donde u es la linea que
une los puntos (oy, () Y (gss, f(ausq)). Con esta
definicion puede verificarse que hy satisface las hipdtesis del



Teorema 5 y que coincide con f en cada punto o, lo cual
implica que:

1 G
NFn{x} —c_p(hy)| < N2 )

para alguin namero C;.
Por otro lado, hy coincide con f excepto en una cantidad
finita de intervalos I, por lo cual se tiene:

1
en(1) = en(hn)| < 5 J 176 = et ax

donde la suma corre sobre aquellos intervalos I, c [0,21] en
los cuales f es discontinua. Pero |f — hy| es acotada y la
longitud de [, es 2m/N. Esto implica, junto con la
desigualdad anterior:

ex() = enlhn)] < 2 (1)

para algin namero C,. El resultado se sigue de (9) y (10)
haciendo uso de la desigualdad triangular.

V. EJEMPLOS
Sea f € P(2m). Se define el N-vector:

w1

Con el propdsito de mostrar la exactitud de (6), se define la
siguiente funcidn:

Hy(o) = 3 1Fad] = ey ()

En esta seccion se daran ejemplos de dos funciones distintas:
una funcién continua y una funcion suave a pedazos. Se
mostraran las graficas de las respectivas H{x}.

Definase f en el intervalo [0,2m) mediante la siguiente
formula;

f(x) =1jpmx + 2m— x)1[r2m
donde 1y es la funcion caracteristica del conjunto X. Se trata

de una onda triangular, la cual resulta continua. La siguiente
figura muestra la grafica de #{x} para N = 2000, donde

—20 <n < 20. Obsérvese la excelente precisiébn aun
cuando N es un valor pequefio.

El siguiente ejemplo es una funcion suave a pedazos,
discontinua en los extremos del intervalo. Definase f en
[0,2m) de la siguiente forma:

fO) =vx

La figura a continuacion muestra la grafica de H,, para N =
2000, donde —20 <n < 20. La precision es mucho mejor
de lo que estima el Teorema 7.

=]
T

V. CONCLUSIONES

La DFT puede utilizarse para aproximar los coeficientes
de Fourier de wuna funcibn aun si esta presenta
discontinuidades. Los ejemplos en la seccion anterior
muestran que estas aproximaciones son mucho mas precisas
de lo que los estiman Teoremas 6 y 7. Una sola DFT es
suficiente para calcular una gran cantidad de coeficientes de
Fourier.
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