
Resumen ––En el presente trabajo se describe un 

procedimiento algebraico, mediante el operador de 

desplazamiento 𝐷(𝜉), para diagonalizar ciertos 

Hamiltonianos de sistemas físicos que se pueden describir por 

medio de una estructura lineal de los generadores del álgebra 

de Lie. Posteriormente, como una aplicación de la teoría 

desarrollada, se diagonalizan un Hamiltonianos con una 

estructura simple dada en términos de las álgebras de Lie 

𝑠𝑢(1,1) y 𝑠𝑢(2). 

 
Palabras Clave – Álgebras de Lie, teoría de grupos. 
 

 
Abstract –– In this paper  an algebraic approach is described, by 

means of the displacement operator D(ξ), to diagonalize certain 

Hamiltonians of physical systems that can be described by means of 

a linear structure of the Lie algebra. Subsequently, as a simple but 

useful application of the developed theory, two Hamiltonians with a 

simple structure given in terms of the Lie algebras su(1, 1) and su(2)  

are diagonalized. 
 
Keywords –– Lie algebra, group theory. 

 

I. INTRODUCCIÓN 

 Como es bien conocido, los métodos algebraicos 

relacionados con teoría de grupos son herramientas muy 

poderosas en la descripción, diagonalización y comprensión 

de sistemas físicos de problemas con cierta simetría. Por 

ejemplo, sistemas con simetría SO(3) o SU(2) los cuales a 

veces pueden ser descritos mediante los operadores de 

momento angular 𝐿𝑥 , 𝐿𝑦 y 𝐿𝑧. Un ejemplo mucho más básico 

y explotado por generaciones de físicos y estudiantes de física 

en donde se muestra de manera efectiva el uso de los 

conceptos de grupos y álgebras de Lie es el oscilador 

armónico cuántico. Mediante la introducción de los 

operadores de no-hermitianos 𝑎†, 𝑎 y 𝑁 = 𝑎𝑎† conocidos 

como los operadores de creación, aniquilación y de número, 

estos operadores permiten encontrar todos los estados y 

niveles de energía del oscilador armónico cuántico, por otro 

lado, estos operadores forman el álgebra de Heisenberg-Weyl 

por lo que también se les conoce como generadores del grupo 

de Weyl, además en este grupo el operador de desplazamiento 

es de la forma 𝐷(𝛼) = exp{α𝑎† − 𝛼∗𝑎} [1], este operador 

permite introducir operadores de mínima incertidumbre 

llamados estados coherentes de Klauder-Glauber [2][3] 

mediante la aplicación del operador de desplazamiento sobre 

el estado base de oscilador armónico. Recientemente, las 

técnicas algebraicas basadas en estructuras de grupos han 

demostrado ser útiles en la descripción de problemas mucho 

más complejos como por ejemplo problemas de estados 

ligados en una variedad de campos. Estos incluyen, entre 

otros, los espectros de rotación-vibracional de los núcleos [4]    

y los espectros de rotación-vibracional de moléculas [5]. 

        Brevemente se mostrará en este trabajo una interesante 

y de manera simple aplicación del operador de 

desplazamiento para la diagonalización de Hamiltonianos de 

algunos sistemas que se puedan escribir, en particular, de 

manera lineal en términos de los generadores álgebra de Lie 

de estos grupos, como por ejemplo el modelo de Tavis-

Cummings cuyo hamiltoniano se puede escribir de manera 

linean en términos de los generadores del grupo 𝑆(1,1) o 

𝑆𝑈(2).   

      El modelo de Tavis-Cummings es una generalización 

del modelo de Jaynes-Cummings y, por razones históricas, el 

modelo de Tavis-Cummings es a menudo llamado el modelo 

de Dicke. Al estudiar el modelo de Tavis-Cummings y 

algunas de sus diversas modificaciones algebraicas se han 

utilizado métodos, como la transformación de Holstein-

Primakoff [6], la inversa cuántica [7,8] y álgebras 𝑠𝑢(2) 

deformadas polinomialmente [9]. Sin embargo, se ha 

demostrado que, bajo ciertas consideraciones, la 

aproximación de onda rotante falla en la descripción de los 

fenómenos y no puede ser despreciada [10, 11]. El modelo de 

Jaynes-Cummings y su generalización dada por el modelo de 

Tavis-Cummings están todavía en estudio como se puede ver 

en referencias [12,13,14]. En particular, estos dos modelos se 

han utilizado en información cuántica y en el estudio del 

circuitos QED tal y como se muestra en [15,16,17].   

 

II. MÉTODO GENERAL DE DIAGONALIZACIÓN 

 En la naturaleza existen sistemas físicos cuyos 

Hamiltonianos puede escribirse en términos de los 

generadores, por ejemplo {𝑁𝑖 , 𝐴𝑞 . 𝐴𝑞
†}, de alguna álgebra de 

Lie 𝑔 como una combinación lineal. Es decir, Hamiltonianos 

de la forma 
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                   𝐻 = ∑ 𝑎𝑖𝑁𝑖 + ∑(𝑏𝑞𝐴𝑞 + 𝑐𝑞𝐴𝑞
†),                 (1)

𝑞𝑖

 

en donde 𝑎𝑖 , 𝑏𝑞  y 𝑐𝑞 son constantes reales o complejas. Los 

generadores {𝑁𝑖 , 𝐴𝑞 . 𝐴𝑞
†},  son un álgebra de Lie 𝑔 dada por 

las relaciones de conmutación  

 

[𝑁𝑖, 𝑁𝑗] = 0, [𝑁𝑖 , 𝐴𝑞] = 𝑞𝑖𝐴𝑞 , [𝐴𝑞 , 𝐴𝑞
†] = 𝑞𝑖𝑁𝑖 , 

 

[𝐴𝑝, 𝐴𝑞] = 𝐶𝑝,𝑞𝐴𝑝+𝑞  ( 𝑝 ≠ 𝑞) 

 

a veces conocida como la álgebra de Cartan-Weyl. 

      En general, basado en un álgebra de Lie 𝑔 y en sus 

respectivos generadores {𝑁𝑖 , 𝐴𝑞 . 𝐴𝑞
†}  se puede introducir un 

operador unitario 

 

                        𝐷(𝜉𝑞) = ∑(𝜉𝑞𝐴𝑞 − 𝜉𝑞
∗𝐴𝑞

†)

𝑞

.                          (2) 

Este operador 𝐷(𝜉𝑞) es un operador de desplazamiento 

generalizado en el que 𝜉𝑞  es un número complejo cuyos 

parámetros se pueden tomar a conveniencia. Por otro lado, 

utilizando la identidad de Baker-Campbell-Hausdorf 

 

𝑒−𝐴𝐵𝑒𝐴 = 𝐵 + [𝐵, 𝐴] +
1

2!
[[𝐵, 𝐴], 𝐴] +

1

3!
[[[𝐵, 𝐴]𝐴]𝐴] + ⋯, 

 

y eligiendo adecuadamente a los parámetros complejos de 𝜉𝑞 , 

el operador 𝐷(𝜉𝑞) permite calcular las transformaciones de 

los generadores {𝑁𝑖 , 𝐴𝑞 . 𝐴𝑞
+} del álgebra de Lie. Estos 

generadores se transforman como una combinación lineal de 

ellos mismos, por ejemplo, un generador 𝐴𝑗 del álgebra de Lie 

se transforma bajo su respectivo operador de desplazamiento 

como  

 

                    𝐷†(ξ𝑞)𝐴𝑗𝐷(ξ𝑞) = ∑ λ𝑖𝑗(ξ𝑞)𝐴𝑖

𝑖

,               (3) 

 

en donde se requiere que cada coeficiente 𝜆𝑖𝑗 sea una función 

analítica de los parámetros complejos 𝜉𝑞 . De este modo, se 

tiene que un Hamiltoniano con una estructura algebraica 

como en (1) se puede transformar bajo un operador 𝐷(𝜉𝑞) 

como 

 

𝐷†(ξ𝑞)𝐻𝐷(ξ𝑞) = ∑ Λ𝑖(ξ, 𝑎, 𝑏, 𝑐)𝑁𝑖                                            (4)

𝑖

+ ∑(𝐹𝑞(ξ, 𝑎, 𝑏, 𝑐)𝐴𝑞 + 𝑀𝑞(ξ, 𝑎, 𝑏, 𝑐)𝐴𝑞
†)

𝑞

. 

 

Dado que los operadores 𝑁𝑖   conmutan con el resto de los 

operadores, el Hamiltoniano (1) se puede diagonalizar 

siempre y cuando los coeficientes 

 
                  𝐹𝑞(ξ, 𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0,   𝑀𝑞(ξ, 𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0            (5) 

 

Las expresiones anteriores forman un conjunto de ecuaciones 

de los parámetros 𝜉𝑖 y de las constantes físicas 𝑎𝑖 , 𝑏𝑞  y 𝑐𝑞 del 

Hamiltoniano. La solución a estos sistemas de ecuaciones 

reduce la expresión (4) a 

 

           𝐷†(ξ𝑞)𝐻𝐷(ξ𝑞) = ∑ Λ𝑖(ξ, 𝑎, 𝑏, 𝑐)𝑁𝑖

𝑖

                      (6) 

 

      Ahora bien, si se conocen las funciones propias Φ𝑛 del 

operador 𝑁𝑖, esto es, funciones tal que 𝑁𝑖Φ𝑛 = α𝑖Φ𝑛 tenemos 

de la ecuación (6) que 

 

        𝐻𝐷(ξ𝑞)Φ𝑛 = ∑ Λ𝑖(ξ, 𝑎, 𝑏, 𝑐)α𝑖

𝑖

𝐷(ξ𝑞)Φ𝑛,            (7) 

y por lo tanto 

 

                𝐻Φ𝑛
′(𝑞)

= Ω(ξ, 𝑎, 𝑏, 𝑐, α𝑖)Φ𝑛
′(𝑞)

,                          (8) 

 

en donde Φ𝑛
′(𝑞)

= 𝐷(ξ𝑞)Φ𝑛  y  Ω(𝜉, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛼𝑖) = ∑ Λ𝑖(𝜉, 𝑎, 𝑏, 𝑐)𝛼𝑖𝑖   

son respectivamente, las eigenfunciones y eigenvalores del 

Hamiltoniano (1). Es importante señalar que la 

diagonalización del Hamiltoniano depende únicamente de si 

el sistema de ecuaciones (5) tiene solución o no. 

 

III. DIAGONALIZACIÓN DE UN HAMILTONIANO CON ÁLGEBRA 

DE LIE 𝑠𝑢(1,1) O 𝑠𝑢(2) 

     En esta sección se introducen dos Hamiltonianos los 

cuales se escriben como una combinación lineal de los 

generadores  {𝐾±, 𝐾0} del grupo 𝑆𝑈(1,1) y los generadores 

{𝐽±, 𝐽0}  del grupo 𝑆𝑈(2) dados por las expresiones 

 
𝐻𝑠𝑢(1,1) = 𝑎0𝐾0 + 𝑎1𝐾+ + 𝑎2𝐾− 

(9) 

𝐻𝑠𝑢(2) = 𝑏0𝐽0 + 𝑏1𝐽+ + 𝑏2𝐽− 

 

Los generadores de cada grupo satisfacen las relaciones de 

conmutación [18] 

 
                      [𝐾0, 𝐾±] = ±𝐾±,   [𝐾−, 𝐾+] = 2𝐾0,                     (10) 

 

                          [𝐽0, 𝐽±] = ±𝐽±,   [𝐽+, 𝐽−] = 2𝐽0                          (11) 

 

      Los respectivos operadores de desplazamiento 𝐷(𝜉1) y 

𝐷(𝜉2)  se definen en términos de los operadores de creación 

y aniquilación 𝐾± y 𝐽± dados por las expresiones siguientes   

como; 

 

𝐷(ξ1)𝑠𝑢(1,1) = exp(ξ1𝐾+ − ξ1
∗𝐾−), 

(12) 

𝐷(ξ2)𝑠𝑢(2) = exp(ξ2𝐽+ − ξ2
∗ 𝐽−), 

 

en donde ξ𝑖 = −
1

2
τ𝑖𝑒

−𝑖φ𝑖 ,  −∞ < τ𝑖 < ∞  y  0 ≤ φ𝑖 ≤ 2π. 

Con estos operadores podemos transformar a los generadores 

del álgebra de Lie como 𝐾𝑠
′ = 𝐷†(ξ1)𝐾𝑠𝐷(ξ1) y 𝐽𝑠

′ =



𝐷†(ξ2)𝐽𝑠𝐷(ξ2). Explícitamente obtenemos que los 

generadores del grupo 𝑆𝑈(1,1) se transforman de la siguiente 

manera   

 

𝐾+
′ =

ξ1
∗

|ξ1|
α𝐾0 + (β + 1)𝐾+ + β

ξ1
∗

ξ1

𝐾−, 

𝐾−
′ =

ξ1

|ξ1|
α𝐾0 + (β + 1)𝐾− + β

ξ1

ξ1
∗ 𝐾+,           (13) 

𝐾0
′ = (2β + 1)𝐾0 +

αξ1

2|ξ1|
𝐾+ +

αξ1
∗

2|ξ1|
𝐾−, 

 

Mientras que los generadores el grupo 𝑆𝑈(2) se trasforman 

como  

𝐽0
′ = (2ϵ + 1)𝐽0 +

δξ2

2|ξ2|
𝐽+ +

δξ2
∗

2|ξ2|
𝐽−. 

𝐽−
′ = −

ξ2

|ξ2|
δ𝐽0 + (ϵ + 1)𝐽− + ϵ

ξ2

ξ2
∗ 𝐽+,            (14) 

  𝐽+
′ = −

ξ2
∗

|ξ2|
δ𝐽0 + (ϵ + 1)𝐽+ + ϵ

ξ2
∗

ξ2

𝐽−, 

 

en donde α = sinh(2|ξ1|) ,     β =
1

2
[cosh(2|ξ1|) − 1], 

δ = sin(2|ξ2|) y ϵ =
1

2
[cos(2|ξ2|) − 1]. 

      Así, los Hamiltonianos dados por (9) se transforman en 

términos de los operadores de desplazamiento de tal manera 

que estos conservan su estructura algebraica, de tal modo que 

 

𝐻𝑠𝑢(1,1)
′ = 𝐴0(ξ1)𝐾0 + 𝐴1(ξ1)𝐾+ + 𝐴2(ξ1)𝐾−, 

(15) 

𝐻𝑠𝑢(2)
′ = 𝐵0(ξ2)𝐽0 + 𝐵1(ξ2)𝐽+ + 𝐵2(ξ2)𝐽−, 

      

donde las nuevas constantes 𝐴𝑠
′  and 𝐵𝑠

′ están dadas en 

términos de las viejas constantes como 

 

𝐴0 = (2β + 1)𝑎0 +
ξ1

∗

|ξ1|
α𝑎1 +

ξ1

|ξ1|
α𝑎2, 

𝐴1 =
ξ1

2|ξ1|
α𝑎0 + (β + 1)𝑎1 +

ξ1

ξ1
∗ β𝑎2,            (16) 

𝐴2 =
𝜉1

∗

2|𝜉1|
𝛼𝑎0 +

𝜉1
∗

𝜉1

𝛽𝑎1 + (𝛽 + 1)𝑎2 

 

𝐵0 = (2𝜖 + 1)𝑏0 −
𝜉2

∗

|𝜉2|
𝛿𝑏1 −

𝜉2

|𝜉2|
𝛿𝑏2, 

𝐵1 =
ξ

2|ξ2|
δ𝑏0 + (ϵ + 1)𝑏1 +

ξ2

ξ2
∗ ϵ𝑏2,              (17) 

𝐵2 =
ξ2

∗

2|ξ2|
δ𝑏0 +

ξ2
∗

ξ2

ϵ𝑏1 + (ϵ + 1)𝑏2. 

 

Por otro lado, los generadores 𝐾± y 𝐽± pueden eliminarse de 

los Hamiltonianos 𝐻𝑠𝑢(1,1)
′  y Hsu(2) si los coeficientes 𝐴1 =

𝐴2 = 0 y  𝐵1 = 𝐵2 = 0. A partir de esto, necesitamos 

resolver el siguiente sistema de ecuaciones 

 

ξ1

2|ξ1|
α𝑎0 + (β + 1)𝑎1 +

ξ1

ξ1
∗ β𝑎2 = 0, 

(18) 
ξ1

∗

2|ξ1|
α𝑎0 +

ξ1
∗

ξ1

β𝑎1 + (β + 1)𝑎2 = 0. 

y  
ξ

2|ξ2|
δ𝑏0 + (ϵ + 1)𝑏1 +

ξ2

ξ2
∗ ϵ𝑏2 = 0, 

(19) 
ξ2

∗

2|ξ2|
δ𝑏0 +

ξ2
∗

ξ2

ϵ𝑏1 + (ϵ + 1)𝑏2 = 0. 

 

De esta manera, eligiendo a los parámetros coherentes τ𝑖 

y φ𝑖 de los números complejos ξ𝑖 = −
τ𝑖

2
𝑒−𝑖φ𝑖 como 

 

τ1 = tanh−1 [
2√𝑎1𝑎2

𝑎0

] , φ1 =
𝑖

2
ln [

𝑎1

𝑎2

]         (20) 

y 

τ2 = arctan (
2√𝑏1𝑏2

𝑏0

) , φ2 =
𝑖

2
ln [

𝑏1

𝑏2

]      (21) 

 

se encuentra que los Hamiltonianos dados por (15) son 

diagonalizados de tal manera que estos se pueden reescribir, 

bajo la anterior elección de los parámetros, como; 

 

𝐻𝑠𝑢(1,1)
′ = √𝑎0

2 − 4𝑎1𝑎2 𝐾0,  𝐻𝑠𝑢(2)
′ = √𝑎0

2 + 4𝑎1𝑎2 𝐽0. (22) 

 

      Finalmente, si se conocen las eigenfunciones Φ𝑛
(1)

 y Φ𝑛
(2)

 

de 𝐾0 y 𝐽0 se encuentran los eigenvalores de los 

Hamiltonianos de la forma (9). Las eigenfunciones se 

obtienen aplicando los operadores 𝐷(ξ𝑖) sobre las funciones 

Φ𝑛
(𝑖)

. De esto, las eigenfunciones del Hamiltoniano Hsu(1,1) 

 estan dadas por los estados coherentes de número de 

Perelomov del grupo 𝑆𝑈(1,1). De manera similar, las 

eigenfunciones del Hamiltoniano 𝐻𝑠𝑢(2)  estan dadas por los 

estados coherentes del número de Perelomov del grupo 

𝑆𝑈(2) [19].  

      Por lo tanto, es conveniente que 𝐾0 y J0 sean operadores 

tales que conozcamos sus eigenfunciones y eigenvalores. 

además, observe que si los coeficientes a0, 𝑎1 y 𝑎2 son 

iguales, el problema no tiene una solución exacta. 

 

IV. EL MODELO DE TAVIS- CUMMINGS 

      Si consideramos el modelo de Tucker y Walls [20,21] con 

solo tres modos interactuando entre sí, utilizando la 

aproximación de onda rotante el Hamiltoniano de este 

modelo se puede escribir en la siguiente forma [22,23,24] 

 

𝐻 = ω1𝑎†𝑎 + ω2𝑏†𝑏 + ω3𝑐†𝑐 + 𝑔(𝑎†𝑏𝑐 + 𝑎𝑏†𝑐†),          (23) 

 

donde establecemos que ℏ = 1 , ω𝑗 con 𝐽 = 1,2,3 son las 

frecuencias de campo, y 𝑔 es la constante de acoplamiento. 



El conjunto de operadores 𝑎, 𝑎†, 𝑏, 𝑏† y 𝑐, 𝑐† satisface el 

álgebra bosónica 

 

[𝑎, 𝑎†] = [𝑏, 𝑏†] = [𝑐, 𝑐†] = 1. 
 

El Hamiltoniano dado por (23) se puede usar para estudiar el 

problema de la emisión coherente de un sistema de N átomos 

de dos niveles que interactúan con un solo modo de campo de 

radiación, conocido como el modelo de Tavis-Cummings o 

Dicke. 

 

 

i. Un enfoque del modelo de Tavis-Cummings a 

través del grupo SU(1, 1) 

 

       Con el fin de utilizar la teoría de grupos desarrollada en 

secciones anterior para el grupo 𝑆𝑈(1,1), podemos reescribir 

el Hamiltoniano general del modelo de Tavis-Cummings (23) 

como 

 

𝐻 = ω1𝑎†𝑎 + (ω2 + ω3)𝐾0 + 𝑔(𝑎†𝐾− + 𝑎𝐾+) 

 

+
(ω2 − ω3)

2
𝑁𝑑 −

(ω2 + ω3)

2
,                              (24) 

en donde se ha utilizado la realización de Jordan-Schwinger 

para el álgebra su(1,1) en términos de los operadores 𝑏 y 𝑐 

dada por  

𝐾0 =
1

2
(𝑏†𝑏 + 𝑐†𝑐 + 1), 𝐾+ = 𝑏†𝑐†, 

(25) 

𝐾− = 𝑏𝑐,       𝑁𝑑 = 𝑐†𝑐 − 𝑏†𝑏. 
 

      Utilizando los resultados de la sección III para el grupo 

𝑆𝑈(1,1), y dado que el operador de desplazamiento de este 

grupo 𝐷(ξ) = exp(𝜉1𝐾+ − 𝜉1
∗𝐾−) para la realización (25) 

conmuta con los operadores 𝑁𝑑 y 𝑎†𝑎, para una elección de 

los parámetros complejos de 𝜉1 = −
𝜏1

2
𝑒−𝑖𝜑1 dada por [25]  

 

τ1 = tanh−1 (
2𝑔√𝑎†𝑎

ω2 + ω3

), 

(26) 

φ1 = 𝑖l n [
2(2β + 1)𝑔𝑎

α(ω2 + ω3)
]. 

 

El Hamiltoniano (25) se transforma en el Hamiltoniano 𝐻′ =
𝐷†(ξ1)𝐻𝐷(ξ1) diagonalizado dado por la siguiente expresión    

 

𝐻′ = √(ω2 + ω3)2 − 4𝑔2𝑎†𝑎𝐾0 + ω1𝑎†𝑎

+
(ω2 − ω3)

2
𝑁𝑑 

 

−
(ω2 + ω3)

2
,                                                                       (27) 

 

cuyas eigenfunciones están dadas por Ψ′ = 𝐷†(ξ1)Ψ, donde 

Ψ son las eigenfunciones del Hamiltoniano origina. 

      Por otra parte, dado que el operador 𝐾0 es el Hamiltoniano 

del oscilador armónico bidimensional y este conmuta con los 

operadores 𝑁𝑑  y  𝑎†𝑎, la eigenfunciones de 𝐻′ vienen dadas 

por el producto directo de las funciones de onda de los 

operadores 𝐾0 y  𝑎†𝑎 

 
Ψ′ = ψ𝑛𝑎

(𝑥) ⊗ ψ𝑛𝑙,𝑚𝑛
(ρ, ϕ) 

donde 

ψ𝑛𝑎
(𝑥) = ⟨𝑥|𝑛𝑎⟩ = √

1

π1/4(2𝑛𝑛!)1/2
𝑒−

1
2

𝑥2

𝐻𝑛(𝑥), 

y  
ψ𝑛𝑙,𝑚𝑛

(ρ, ϕ) = ⟨ρ, ϕ|nl, mn⟩ 

⟨𝜌, 𝜙|𝑛𝑙 , 𝑚𝑛⟩ =
1

√π
𝑒𝑖𝑚𝑛ϕ(−1)

𝑛𝑙√
2(𝑛𝑙)!

(𝑛𝑙+𝑚𝑛)!
ρ𝑚𝑛𝐿𝑛𝑙

𝑚𝑛(ρ2)𝑒−1/2ρ2
 

 

De la acción de los operadores 𝑐,  𝑐† y  𝑏, 𝑏†  sobre la base de 

estados |𝑛, 𝑚𝑛⟩ tenemos que 

 

𝐾0|𝑛, 𝑚𝑛⟩ = (𝑛𝑙 +
𝑚𝑛

2
+

1

2
) |𝑛, 𝑚𝑛⟩, 

 

𝑁𝑑|𝑛, 𝑚𝑛⟩ = −𝑚𝑛|𝑛, 𝑚𝑛⟩ 
 

En esta representación del grupo 𝑆𝑈(1,1), los números de 

grupo 𝑛, 𝑘 se relacionan con los números físicos 𝑛𝑙 , 𝑚𝑛 de la 

siguiente manera 𝑛 = 𝑛𝑙 y 𝑘 = 1/2 (𝑚𝑛 + 1) [26]. De este 

modo, a partir de estos resultados, obtenemos que el espectro 

de energía del caso más general del modelo de Tavis-

Cummings es 

 

𝐸𝑠𝑢(1,1) = √(ω2 + ω3)2 − 4𝑔2𝑛𝑎 (𝑛𝑙 +
𝑚𝑛

2
+

1

2
) + ω1𝑛𝑎 

 

 +
(ω3 − ω2)

2
𝑚𝑛 −

(ω2 + ω3)

2
 .                                        (28) 

 

      Las eigenfunciones Ψ para el Hamiltoniano del modelo 

de Tavis-Cummings se obtienen de la ecuación Ψ = 𝐷(𝜉1)Ψ′ 

que en este caso corresponden a los estados coherentes de 

numero de Perelomov para el oscilador armónico 

bidimensional 𝜓𝜁,𝑛𝑙,𝑘 dados por 

 

(−1)𝑛𝑙

√π
𝑒𝑖(𝑙−1/2)ϕ ∑

𝜁𝑠

𝑠!
∑

(−𝜁∗)𝑗

𝑗!
𝑒𝜂(𝑘+𝑛𝑙−𝑗)

√2Γ(𝑛𝑙 + 1)Γ (𝑛𝑙 + 𝑙 +
1
2

)

Γ (𝑛𝑙 − 𝑗 + 𝑙 +
1
2

)

𝑛𝑙

𝑗=0

∞

𝑠=0

 

×
Γ(𝑛𝑙 − 𝑗 + 𝑠 + 1)

Γ(𝑛𝑙 − 𝑗 + 1)
𝑒−ρ2/2ρ𝑙−1/2𝐿𝑛𝑙−𝑗+𝑠

𝑙−1/2 (ρ2), 

 

donde 𝑙 = 𝑚𝑛 +
1

2
. La expresión anterior puede reescribirse 

en la forma  ψζ,𝑛𝑙,𝑚𝑛
 expresadas como 

 



√
2Γ(𝑛𝑙 + 1)

Γ(𝑛𝑙 + 𝑚𝑛 + 1)

(−1)𝑛𝑙

√π
𝑒𝑖𝑚𝑛ϕ

(−ζ∗)𝑛𝑙(1 − |ζ|2)
𝑚𝑛

2
+

1
2(1 + σ)𝑛𝑙

(1 − ζ)𝑚𝑛+1

× 𝑒
−

ρ2(ζ+1)
2(1−ζ) ρ𝑚𝑛𝐿𝑛𝑙

𝑚𝑚 (
ρ2σ

(1 − ζ)(1 − σ)
) 

 

donde hemos usado 𝑚𝑛 = 𝑙 −
1

2
  y σ definido a como 

 

σ =
1 − |ζ|2

(1 − ζ)(−ζ∗)
. 

 

De esta manera, las eigenfunciones del modelo de Tavis-

Cummings están dadas por el producto tensorial de las 

eigenfunciones del oscilador armónico unidimensional  

ψ𝑎(𝑥) y los estados coherentes de numero de Perelomov del 

grupo 𝑆𝑈(1,1) para el oscilador armónico bidimensional 

𝜓𝜁,𝑛𝑙,𝑘  como sigue 

 

Ψ = ψ𝑛𝑎
(𝑥) ⊗ ψζ,𝑛𝑙,𝑚𝑛

 

 

      Por lo tanto, el modelo de Tavis-Cummings se resolvió 

mediante el uso del operador de desplazamiento y los estados 

coherentes del número de Perelomov del grupo 𝑆𝑈(1, 1),  

      De manera análoga utilizando los resultados de la sección 

III, este mismo modelo se puede resolver utilizando el 

operador de desplazamiento y los estados de numero de 

Perelomov del grupo 𝑆𝑈(2) ya que el Hamiltoniano se puede 

escribir en la forma. 

 

𝐻 = ω3 𝑐† 𝑐 + (ω2 − ω1) 𝐽0 + 𝑔( 𝑐 𝐽+ +  𝑐† 𝐽−) +
(ω1 + ω2)

2
 𝑁𝑠, 

 

con los generadores del grupo 𝑆𝑈(2) están dados por la 

realización de Jordan-Schwinger del álgebra 𝑠𝑢(2) 

 

𝐽0 =
1

2
(𝑎†𝑎 − 𝑏†𝑏),  𝐽+ = 𝑎†𝑏,  𝐽− = 𝑏†𝑎. 

 

IV. CONCLUSIONES 

 Cuando un Hamiltoniano 𝐻 se puede escribir de manera 

lineal en términos de los generadores del álgebra de Lie de un 

grupo, es posible diagonalizar a este Hamiltoniano mediante 

el operador de desplazamiento 𝐷(ξ) transformando al 

Hamiltoniano del sistema  𝐻 en un Hamiltoniano 𝐻′ dado por 

𝐻′ = 𝐷(ξ)𝐻𝐷†(ξ), el cual es diagonal a partir de una 

adecuada elección de los parámetros del número complejo ξ 

que eliminé a los términos acoplados del sistema (𝐾+, 𝐾− y 

𝐽+, 𝐽− en el caso de los generadores de los grupo SU(1,1) y 

SU(2) ). El operador de desplazamiento 𝐷(ξ) juega el papel 

de una especie de rotación que al aplicarse sobre sobre el 

Hamiltoniano elimina los términos acoplados dejando 

únicamente los términos diagonalizados del sistema. Como 

una aplicación de la teoría desarrollada se resolvió el modelo 

de Tavis-Cummings, modelo que Tavis y Cummings 

estudiaron y resolvieron exactamente el problema de N 

moléculas idénticas de dos niveles que interactúan a través de 

un acoplamiento dipolar con un monomodo cuantificado. 

campo de radiación en resonancia [27]. 
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