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Resumen –– En un trabajo reciente la bien 

conocida función de costos de De Vos fue 

generalizada para incluir un término 

relacionado directamente con el costo de 

mantenimiento y operación. En ese artículo, 

entre otras cosas, se presentaron expresiones 

correspondientes a las eficiencias para una ley 

de calor del tipo Stefan-Boltzmann proveniente 

de un análisis termoeconómico para diferentes 

regímenes de operación. En el presente estudio 

se extiende el análisis utilizando la metodología 

usual de optimización de la termodinámica de 

tiempos finitos y se presentan nuevas 

aproximaciones semianalíticas para el caso de 

máxima potencia

INTRODUCCIÓN

En 1995 Alexis De Vos presentó un estudio 

termoeconómico, dentro del contexto de la 

termodinámica de tiempos finitos (TTF), de un 

modelo de planta generadora de energía tipo 

Novikov [1-3]. El modelo de Novikov

esquematizado en la Fig. 1, consiste en dos 

reservorios térmicos: uno con temperatura 𝑇1 y el 

otro con temperatura 𝑇2 , ambas constantes tales 

que 𝑇1 > 𝑇2. Entre estos reservorios se encuentra 

la componente endorreversible tal que la 

temperatura variable del núcleo 𝑇1𝑤 se asocia con 

la temperatura del reservorio superior de la 

máquina de Carnot. También se incluye un 

conductor térmico con conductividad térmica 

denotada por 𝛼. El análisis termoeconómico de 

De Vos se basa en la maximización de la función 

de beneficios definida como [1] 

𝐹 =
𝑊

𝐶
, (1)

en donde  𝑊 representa la potencia de salida y 𝐶
es la función de costos definida en su forma más 
general como [4]

𝐶 = 𝑎𝑄𝑚𝑎𝑥 + 𝑏𝑄1 + 𝑐𝑊, (2)
con 𝑎, 𝑏 y 𝑐 son constantes cuyas unidades están 
dadas por $/Watt. De tal forma que el primer 
término proporcional a 𝑄𝑚𝑎𝑥 definido como el 
calor máximo que puede ser extraído del 
reservorio térmico sin suministrar trabajo, se 
asocia con la inversión y por tanto con el tamaño 
de la planta; el segundo termino correspondiente 
a 𝑄1, el cual representa el calor por unidad de ciclo 
extraído del reservorio superior, representa el 
costo del combustible [1,4]. Mientras que el 
último término, el cual corresponde a una 
generalización propuesta en [4] y no fue 
introducido originalmente por De Vos [1], hace 
referencia al costo de operación y mantenimiento 
(O&M).  En [4], se hizo un análisis 
termoeconómico utilizando la Ec. (1) del modelo 
de Novikov para distintos regímenes de operación 
y distintas leyes de calor. En este trabajo, es de 
nuestro interés concentrarnos en el caso de 
Stefan-Boltzmann, siguiendo lo hecho en [4], y 
examinar la expresión analítica para las eficiencias 
que se muestra para el caso de máxima potencia 
sin considerar el costo de mantenimiento. 

Fig. 1.  Modelo de Novikov para 

una planta generadora de energía

EFICIENCIAS ÓPTIMAS PARA EL MODELO DE

NOVIKOV BAJO EL RÉGIMEN DE MÁXIMA

POTENCIA Y PARA UNA LEY DE CALOR DEL TIPO

STEFAN-BOLTZMANN

A partir de las definiciones que se dieron del calor

máximo 𝑄𝑚𝑎𝑥 y el calor de entrada 𝑄1 , siguiendo

lo hecho en [4] para el caso de SB y con 𝑅 = 1, se

tiene que

𝑄max = 𝛼𝑇1
4 1 − 𝜏4 , (3)

𝑄1= 𝛼𝑇1
4 1 −

𝜏

1 − 𝜂

4

,

(4)

en donde 𝜏 =
𝑇2

𝑇1
. La eficiencia 𝜂, la cual está

definida como

𝜂 =
𝑊

𝑄1
, (5)

fue incorporada dentro de las Ecs. (3) y (4) haciendo

uso de

𝑊 = 𝑄1 − 𝑄2, (6)
de acuerdo con la primera y segunda ley de la

termodinámica aplicada a la Fig. 1 y con 𝑄2 el calor

de salida por unidad de ciclo. De forma explicita al

utilizar (5) y (4) se llega a [4]

𝑊 = 𝜂𝑄1

= 𝜂 1 −
𝜏

1 − 𝜂

4

. (7)

Al sustituir lo correspondiente en (1) y (2), para el

caso a estudiar en este trabajo, al maximizar 𝐹 se

encuentran las eficiencias óptimas de operación para

el caso de Novikov para una ley de calor de

radiación. Dicha maximización, propuesta por

primera vez por De Vos en [1], toma en cuenta tanto

el funcionamiento termodinámico de la planta como

la parte económica. Esto se refleja en dichas

eficiencias, las cuales, de forma general, están

acotadas por arriba por la eficiencia de Carnot 𝜂𝐶 e

inferiormente por la eficiencia correspondiente a lo

planteado por Curzon-Ahlborn en [7]. Aunque en [4]

se incluyeron también los regímenes de operación

respectivos a la máxima función ecológica y a la

correspondiente a potencia eficiente [8,9,10], en este

trabajo solo nos concentraremos en el caso de

máxima potencia, apuntando que esto se puede

extender para los otros casos. A partir de lo anterior

en [4] se obtuvo la siguiente expresión para las

eficiencias óptimas para el caso de SB (R=1)

𝜂𝑀𝑃
𝑆𝐵 𝜏, 𝑓
= 1

−
8 𝑓 − 1 𝜏

4𝑓 − 3 𝜏 + 16 1 − 𝑓 𝜏 + 4𝑓 − 3 2𝜏2
. (8)

En donde 𝑓 es el costo fraccional de combustible el

cual se define como [1,4]

𝑓 =
𝑏𝑄1

𝑎𝑄max+𝑏𝑄1
,

(9)
el cual debe cumplir con 0 ≤ 𝑓 ≤ 1 ∕ 2. Al hacer un

análisis general de la expresión dada en (8) lo

primero que salta a la vista es que al graficar dicha

expresión con respecto a 𝑓 para, por ejemplo, 𝜏 =
0.7 y 𝜏 = 0.6, se ve que las eficiencias son

mayores que uno como se muestra en la Fig. 2. Esto

viola las leyes de la termodinámica, ya que las

eficiencias no pueden ser mayores que uno.

Fig. 2.  Eficiencias óptimas 𝜂𝑀𝑃
𝑆𝐵 contra 𝑓 para 𝜏 = 0.7 y 𝜏 =

0.6. 

De forma resumida, al maximizar (1), incluyendo

ya la expresión correspondiente de 𝑓, para obtener

𝜂𝑀𝑃
𝑆𝐵 se deben encontrar los ceros del siguiente

polinomio

1 + 10𝜂2 − 10𝜂3 + 5𝜂4 − 𝜂5 − 𝜏4

+ 𝜂 −5 + −3 + 4𝑓 𝜏4 (10)

y de ahí seleccionar aquellos valores que sean

termodinámicamente consistentes. La expresión

dada en (10) es un polinomio de grado 5 para 𝜂,

encontrar una expresión analítica de las eficiencias

óptimas no es una tarea sencilla y generalmente se

obtiene de forma numérica [11]. Creemos que la

expresión mostrada en (8) dada en [4], proviene

simplemente de un error de cálculo ya que ésta se

obtiene al suponer que (3) y (4) tienen la siguiente

forma

𝑄max = 𝛼𝑇1
4 1 − 𝜏 4, (11)

𝑄1= 𝛼𝑇1
4 1 −

𝜏

1 − 𝜂

4

, (12)

lo cual representa otro tipo de ley de calor

distinta a SB. En este trabajo se utilizará un

método usado en [5], para dar una

aproximación de las expresiones analíticas.

APROXIMACIONES ANALÍTICAS PARA LAS

EFICIENCIAS ÓPTIMAS

De acuerdo con lo explicado en la sección

anterior, a continuación, se hará uso del

método utilizado en [5] adaptado al presente

estudio para dar una aproximación analítica

de las eficiencias buscadas.

Para ello, en la Fig. 3, se muestra la gráfica

de 𝐹 contra 𝜂 con 𝜏 = 0.6 y para distintos

valores de 𝑓.

Fig. 3. Función objetivo 𝐹𝑀𝑃
𝑆𝐵 contra 𝜂

para 𝜏 = 0.6 y distintos valores de 𝑓.

Las eficiencias óptimas buscadas son los

valores de 𝜂 que maximizan a 𝐹. En la

Fig. 3 la línea vertical punteada muestra

que un solo valor de 𝜂 funciona para los

distintos 𝑓 con 𝜏 = 0.6. La idea general es

solamente trabajar con una parte de las

gráficas en la vecindad de los valores de 𝜂
apropiados. Bajo este orden de ideas, el

método consiste en tomar el polinomio

dado en (10) y hacer una expansión en

serie de Taylor para 𝜂 alrededor de un

punto 𝑘 adecuado hasta orden 2. De lo

anterior se obtiene un polinomio de grado

2, que al igual a cero y resolver para 𝜂, se

obtienen dos expresiones en función de

𝜏, 𝑓 y 𝑘. Claramente se debe elegir aquella

que se congruente con los requerimientos

físicos y en este caso se tiene

𝜂𝑀𝑃
𝑆𝐵 𝜏, 𝑓, 𝑘 =

𝑔(𝑘,𝜏,𝑓)+ −40(−1+𝑘)3ℎ(𝑘,𝜏)+(𝑔(𝑘,𝜏,𝑓))2

20(−1+𝑘)3
,

(12)

con

𝑔 𝑘, 𝜏, 𝑓
= −5 + 30𝑘2 − 40𝑘3 + 15𝑘4 − 3𝜏4

+ 4𝑓𝜏4 , (13)

y

ℎ 𝑘, 𝜏
= −1 + 10𝑘3 − 15𝑘4 + 6𝑘5 + 𝜏4 . (14)

Para el caso de la Fig. 3, claramente el

punto de expansión lo tomaremos como

𝑘 = 0.26 debido a que alrededor de ese

punto estarán los valores de 𝜂 buscados.

Algo similar, se encuentra para el caso

con 𝜏 = 0.7, pero en este caso el punto de

expansión se toma como 𝑘 = 0.18 como

se puede observar en la Fig. 4.

Fig. 4.  Función objetivo 𝐹𝑀𝑃
𝑆𝐵 contra 𝜂 para 𝜏 = 0.7 y 

distintos valores de 𝑓. 

En la Fig. 5 se muestra la gráfica de 

𝜂𝑀𝑃
𝑆𝐵 𝜏, 𝑓, 𝑘 contra 𝑓 para distintos 

valores de 𝜏. La expresión dada en 
(12) es una aproximación analítica de 
la expresión exacta y funciona para 
una cierta vecindad centrada en el 
punto de expansión 𝑘 y para los 
valores de 𝑓 y 𝜏 adecuados. 

Fig. 5.  Aproximación de las eficiencias 

óptimas 𝜂𝑀𝑃
𝑆𝐵 contra 𝑓 para 𝜏 = 0.7, 𝜏 = 0.6

y  𝜏 = 0.5.

CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvo una 

aproximación para las eficiencias 

óptimas del modelo de Novikov para 

una ley de calor SB bajo el régimen de 

máxima potencia, a partir de los 

métodos usuales de la optimización 

termo-económica. La expresión 

encontrada es semianalítica, ya que 

claramente depende del punto de 

expansión que se elige de forma un 

tanto empírica. Pero debido a la 

naturaleza del método resulta bastante 

claro cómo elegir a este punto.  De 

forma natural, esto puede ser aplicado 

para otros regímenes de operación e 

incluyendo el término asociado 
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